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PREFÁCIO 


Este livro baseia-se nos cursos de Cálculo ministrados aos alunos da Escola 
Politécnica da USP, do Instituto de Matemática e Estatística da USP e do Instituto 
de Ensino de Engenharia Paulista — IEEP. 

Os assuntos abordados neste volume sáo os de limite, derivada e integral de 
funções de uma variável real. 

O curso é desenvolvido de forma que os conceitos e teoremas apresentados 
venham, sempre que possível, acompanhados de uma motivação ou 
interpretação geométrica ou física. As demonstrações de alguns teoremas ou 
foram deixadas para o final da seção ou colocadas em apêndice, o que significa 
que o leitor poderá, numa primeira leitura, omiti-las, se assim o desejar. 

Muitos problemas que ocorrem muito cedo na Física requerem, para suas 
resoluções, o conhecimento de equações diferenciais, por esse motivo, é 
importante que o aluno entre em contato com elas o mais rápido possível. Neste 
volume, no Cap. 14, estudamos as equações diferenciais ordinárias de 1.º ordem, 
de variáveis separáveis, e as lineares de 1.º ordem. Deixamos para o início do 
Vol. 2 o estudo das equações diferenciais lineares de 2.º ordem com coeficientes 
constantes. Outros tipos de equações diferenciais serão estudados ao longo dos 
Vols. 2,3 е 4. 

Para atender ao curso de Física, talvez haja necessidade de o professor ter 
que antecipar o estudo das integrais; se este for o caso, sugerimos deixar o 
capítulo sobre o estudo das variações das funções (Cap. 9) para ser estudado após 
o Cap. 14. 

Quanto aos exemplos e exercícios, pensamos tê-los colocado em número 
suficiente para a compreensão da matéria. Procuramos dispor os exercícios em 
ordem crescente de dificuldade. Existem exercícios que apresentam certas 
sutilezas e que requerem, para suas resoluções, um maior domínio do assunto; 
deste modo, não se aborreça caso não consiga resolver alguns deles: tudo que 
você terá que fazer, nestas horas, é seguir em frente e retornar a eles quando se 
sentir mais senhor de si. Coloco-me à disposição para quaisquer esclarecimentos 
ou troca de ideias, tanto pessoalmente quanto por carta, aos cuidados da Editora. 
Ficaria, ainda, muito feliz em receber sugestões ou críticas visando a um 
aprimoramento do texto. 

Observamos que o 2.º Teorema Fundamental do Cálculo bem como as 
integrais impróprias serão vistos no Vol. 2. 

Na 45 edição, foram incluídos dois capítulos: um, atual Cap. 13 e que antes 
fazia parte do Vol. 2, sobre aplicações das integrais ao cálculo de volumes de 


sólidos de revolugáo, de áreas de superfícies de revolugáo, de comprimentos de 
curvas, de áreas e comprimentos de curvas em coordenadas polares e de centros 
de massa; e outro, novo (Cap. 17), sobre Arquimedes, Pascal, Fermat e o cálculo 
de áreas. Trés novas seções, sobre integração de funções trigonométricas, foram 
acrescentadas ao Сар. 12. А Segáo 12.9 (exercícios do capítulo) da edigáo 
anterior foi eliminada e os exercícios distribuídos pelas seções do capítulo. A 
Seção 1.8 (Princípio de Indução Finita) da edição anterior foi também, 
eliminada e parte dela deslocada para a Segáo 17.2. 

Nesta 5.º edição foram feitas uma revisão meticulosa do texto e correções de 
algumas falhas gráficas relacionadas ao texto e às figuras. 

Não poderíamos deixar de agradecer, pela cuidadosa leitura do manuscrito, 
às colegas Élvia Mureb Sallum e Zara Issa Abud. É ainda com satisfação que 
agradeço ao colega Nelson Achcar pelas sugestões e comentários que muito 
contribuíram para o aprimoramento das apostilas precursoras deste livro. 
Finalmente, agradecemos à Editora LTC pelo excelente trabalho gráfico e pela 
forma cordial com que sempre nos tratou. 


Hamilton Luiz Guidorizzi 
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Este livro conta com o seguinte material suplementar: 
= Manual de Soluções (restrito a docentes) 
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NÚMEROS REAIS 


O objetivo deste capítulo é a apresentação das principais propriedades dos 
números reais. Não nos preocuparemos aqui com a definição de número real, 
que é deixada para o Apêndice 6. No que segue, admitiremos a familiaridade do 
leitor com as propriedades dos números naturais, inteiros e racionais. Mesmo 
admitindo tal familiaridade, gostaríamos de falar rapidamente sobre os números 
racionais. É o que faremos a seguir. 


1.1. OS NÚMEROS RACIONAIS 


а 


Os números racionais são os números da forma —— , sendo a e b inteiros е b 


b 


#0; o conjunto dos números racionais é indicado por ©, assim: 


Q = ат - 7 b+0! 


| b | 


no qual 2 indica o conjunto dos números inteiros: 


£21..5,73, 72, -1,0,1,2, 3, .... 
Indicamos, ainda, por N o conjunto dos números naturais: 


N=(0,1,2,3,..). 


Observamos que N é subconjunto de Z, que, por sua vez, é subconjunto de O; 
isto é, todo número natural é também número inteiro, e todo inteiro é também 
número racional. 

Sejam — e —— dois racionais quaisquer. A soma e o produto destes 


D d 


racionais sáo obtidos da seguinte forma: 


а £ C ad + bc 
b d bd 


a C ac 


b d bd 


A operacáo que a cada par de nümeros racionais associa a sua soma 
denomina-se adição, e a que associa o produto denomina-se multiplicação. 

O número racional — se diz positivo se a: b € М; sea: be Меа #0, 
então —— se diz estritamente positivo. 


b 


Sejam r e s dois racionais; dizemos que ғ é estritamente menor que s (ou que s 
é estritamente maior que r) e escrevemos r < s (respectivamente s > ғ) se existe 
um racional t estritamente positivo tal que s = r+ t. А notação r <s (leia: r menor 
ou igual a s ou simplesmente r menor que s) é usada para indicar a afirmação “r 
<sour=s”. Anotação r > s (leia: r maior ou igual a s ou simplesmente r maior 
que s) é equivalente а s < r. Observe que r positivo equivale a r > 0. Se r < 0, 
dizemos que r é negativo. 

A quádrupla (©, +, >, <) satisfaz as seguintes propriedades (х, y, 2 são racionais 
quaisquer): 


Associativa 


_ (М1) 
(xy) z = 
x (yz) 


(K +y) +Z 


(А1) х+(у +2) 


Comutativa 
(А2) х+у=у+х 


Existéncia de 
elemento 
neutro 


= (M3) х(1 7 
+ == 
(АЗ) х+0=х pee 0) 
Existéncia de 

oposto 


Para todo racional x existe 
um único racional y tal que 
x + у = 0. Tal y denomina- 
se oposto de x e indica-se 


(А4) 


por —. Assim, x + (—x) = 
0. 


Existéncia de 
inverso 


Para todo racional x = 0 
existe um ünico racional y 
tal que x : y = 1. Tal y 
(M4) denominase inverso de x e 
indica-se por x | ou 4. 
X 
Assim, х : x 1-1. 


Distributiva da 
multiplicação em relação а 
adicáo 


(D) x(y + 2) = xy + xz. 
Reflexiva 

(О1) x < x. 
Antissimétrica 

(02) x<y е y<x=x=y 


(lela-se: se x < ye y < x, 
então х = youx < уеу<х 
implica x = y). 


Transitiva 


(03) x<y е у<2->Х<2. 


Quaisquer que sejam os 
racionais x e y 


(O4) x < y ouy € x. 


Compatibilidade da ordem 
com a adição 


(СА) x<y= х+2<у +2. 


(Somando-se a ambos os 
membros de uma 
desigualdade um mesmo 
número, о sentido аа 
desigualdade se mantém.) 


Compatibilidade аа ordem 
com a multiplicacdo 


е 0<2->х2<у 
2. 


(ом) * ÉY 


(Multiplicando-se ambos 
os membros de uma 
desigualdade por um 
mesmo número positivo, о 
sentido da desigualdade se 
mantém.) 


Observação. Seja um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos е 
suponhamos que em estejam definidas duas operações indicadas por + e +; 
se a terna ( , +, :) satisfizer as propriedades (А1) а (A4), (MI) a (МА) е (D), 
diremos que (| ‚ +, `) é um corpo. Se, além disso, em estiver definida 
uma relação (<) de modo que a quádrupla К. +, *, S) satisfaga todas as 15 
propriedades anteriormente listadas, entáo diremos que K +, *,S) é um corpo 


ordenado. Segue que (0, +, -, <) é um corpo ordenado; entretanto, (2, +, ·, <) não 
é corpo ordenado, pois (M4) não se verifica. 

Os números racionais podem ser representados geometricamente por pontos 
de uma reta. Para isto, escolhem-se dois pontos distintos da reta, um 
representando o 0 e o outro o 1. Tomando-se o segmento de extremidades 0 e 1 
como unidade de medida, marcam-se os representantes dos demais números 
racionais. 


> 
— ao 
to 


-3 -2 -1 9141 2 3 4 5 6 


Se о ponto P for o representante do número racional r, diremos que ré a 


abscissa de P. Na figura acima, — é a abscissa de 4; 5 é a abscissa de В. 


2 


n 

Todo nümero racional r é abscissa de um ponto da reta; entretanto, nem todo 
ponto da reta tem abscissa racional. Antes de construir um ponto da reta que nào 
tem abscissa racional, vejamos os seguintes exem plos. 


EXEMPLO 1. Seja a um número inteiro. Prove: (i) se a for impar, então а? 


2 


também será impar; (ii) se a” for раг, entáo а também será раг. 


Solução 


(i) Como a é ímpar, a é da forma a = 2k + 1, k inteiro. Então: 


a2= Qk 12 = A + Ak + 1- 202 + 2k) + 1; 


2 


como 2? + 2k é inteiro, resulta a” impar. 


(ii) Por hipótese, de par; se a fosse impar, por (1), teríamos a2 


que contraria a hipótese. Assim, 


também impar, 


a par> apar. ш 


EXEMPLO 2. A equagáo x2 = 2 não admite solugáo em 0), 
Solucáo 
De fato, suponhamos, por absurdo, que exista uma fração irredutível 
a a TRES 
— «então: 
— tal que | — | = 2; 
b b 


РЕГ) 2 = 2þ2 2 : 
y= 2 = а —2b* > a“ раг > a par; 
sendo a par, será da forma а = 2p, р inteiro; 


А 
2b- 
2p 


2 


ч > 4р2 = 2b? > 2p? = Ь2. 


а 
а 


Assim, p? é par e, portanto, b também о é; sendo a е b pares, a fração — é 


b 


Vejamos, agora, como construir um ponto da reta que náo tenha abscissa 
racional. 


redutível, contradição. ш 


(Pé a intersecção do eixo x 
com a circunferência de 
centro 0 e raio d.) 


0 1 Р х 


Pelo teorema de Pitágoras, 42-12-12-2 (veja figura acima); assim а 
abscissa de P deveria ser d que náo é número racional (Exemplo 2). 

Admitiremos que todo ponto da reta tem uma abscissa x; se x náo for 
racional, diremos que x é irracional. O conjunto formado por todos os números 
racionais e irracionais é o conjunto dos números reais que será indicado por ®. 


12. OSNÚMEROS REAIS 


Como dissemos na segáo anterior, o conjunto dos números reais será indicado 
por R. R contém ©, isto é, todo número racional 6 um número real. Os números 
reais que não são racionais denominam-se irracionais. 


Em R estão definidas duas operações, adição (+) e multiplicação (+) e uma 
relagáo (<). A adigáo associa a cada par (x, y) de números reais um único 
número real indicado por x + y; a multiplicação, um único real indicado por x : y. 
As operações de adição e multiplicação definidas em R, quando restritas а ©, 
coincidem com as operações de adição e de multiplicação de @; o mesmo 
acontece com a relação (3. 

Admitiremos que a quádrupla (R, +, -, <) é um corpo ordenado, isto é, satisfaz 
todas as 15 propriedades listadas na secáo anterior: (A1) a (A4), (MI) a (M4), 
(D), (O1) a (O4), (OA) e (OM). Reveja tais propriedades. 

Os exemplos que damos a seguir mostram como obter outras propriedades a 
partir das já mencionadas. 


EXEMPLO 1. Quaisquer que sejam os reais x, y, 2, w 


х=у r + 73 y + w 
anl ITET 


(Somando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido, obtém-se outra 
de mesmo sentido.) 


Solução 


Pela (OA) 


xSsy>xt+tzsy+tz 

= ми 5 утгі=у ти. 
Pela transitiva (ОЗ) 
х+т=у+] 


= x+ z <y + w. 
у + & = у+и| dni 


Portanto, 


—xtzm-yctw. п 


Como observamos anteriormente, a adigáo associa а cada par de números 
reais um único número real; assim, se x = y e z = w, então x + z = y + w; em 
particular, se x = y, então x + z = + z para todo z, o que significa que, somando 
a ambos os membros de uma igualdade um mesmo nümero, a igualdade se 
mantém. 


EXEMPLO 2. (Lei do cancelamento.) Quaisquer que sejam os reais x, y, z 
x+z=y+z= х= у 
Solucáo 
Somando-se —2 a ambos os membros da igualdade x + z = y + z, vem: 
G*2*C23-60*2* C2. 
Pela associativa (A1), 


x+ [2+ (=2)] = y + [z + C2]. 


Dai, 
х+0=у+0 
оп seja, 
х= у. 
Assim, 


xtz-cytz-x-y. в 


EXEMPLO 3. Quaisquer que sejam ов reais x, y, 2, w 


О=х=у M 
e О=гт=уи = Х2 = VW. 


(Multiplicando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido е de 
números positivos, obtém-se desigualdade de mesmo sentido.) 


Solução 

OM) 03 
0<х<у) . MSNM pee — = 
0525 yz yw цах ца 


Vamos, agora, fazer uma lista de outras propriedades dos reais que podem ser 
obtidas das 15 anteriormente listadas e que nos seráo úteis no decorrer do curso. 


Quaisquer que sejam ов геаї x, y, т, w tem-se: 


a) x<yOx+tz<y+z 
b) ;>0ezl1>0. 

с) z> 0€ -z« Q0. 

d) sez>0,x<y @ xz € yz. 
€) se z< 0, x < y Ф xz» yz. 


(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo número 
negativo, o sentido da desigualdade muda.) 


P О=х<у 


кий алуа Зак 2, 
» X 


h) (Tricotomia.) Uma e somente uma das condicóes abaixo se verifica: 


x«youx-youx-y. 
i) (Anulamento do produto.) 
ху= 0 > х=0оцу= 0. 
(Um рғоашо е nulo se e somente se ит dos fatores for nulo.) 
EXEMPLO 4. Suponha x > 0 e y > 0. Prove: 
1) x<y => x2 <у2. 
2) xy zy 22 «32. 
2) x<y @ x2 < y2. 


Solucáo 


B" O<x<y OM MO саг 
E A" 125: eja item 
О<х<у 
Гао Exemplo 3.) 
>) Faça você. 


2 2, 


с) Por (a), x < y ® х <у2. Suponhamos, agora х2 <у 


(5) teríamos x2 2y2, contradigáo. Assim, х2< у2 = x € y. Fica provado, deste 
modo, que quaisquer que sejam osreaisx 20e y>0 


; se tivéssemos x > y, por 


2 


x«yex^cy^. m 


EXEMPLO 5. Resolva a inequacáo 
5x+3<2x+7. 


Solucáo 


Sx + 3 < 2x + 7 ©5х<2х+4 
< 3x < 4 


б ый. s 
3 
4| 


— | é o conjunto das solugóes da 


mo | xER INS 


inequação dada. ш 


- 


EXEMPLO 6. Estude o sinal da expressão x — 3. 
Solução 
х-3>0>х> 3; х-3=0Фх=3;х-3<0>х<3. 


Assim, x — 3 > 0 para x > 3; х — 3 < 0 para x < 3 e x - 3 = 0 para x = 3. Esta 
discussáo será representada Ча seguinte forma: 


-0- 
хз. "C 


3 
xdg 


EXEMPLO 7. Estude o sinal de 
X = 3“ 
7 - 


Solução 


- - - — 0 + + 
Х-12----Ы----0-:-----. 
2 
x+3 
Рага х € –3,х + 3 <0ех- — 2 < 0, logo; 2 „>0. 
dea 
x+3 
Риа-3<х<2,х%3>0ех-2<0,44, > < 0. 
x+3 
Para x > 2, x + 3 > 0ex 2 > 0, logo, i 520. 


x+3 — 
— 0; para x — 2, a expressáo nào está definida. 


x2 x2 


+ 0 - 3 Б 


Para x = -3, 


хэ 
== 2 —3 2 


(É = não existe.) 


Conclusão 


LES 


> 0 para x< —3 0ux > 2; 
= 


2+3 
x= 

xd 
x—2 


< 0 para —3 < x € 2; 


= 0 parax = —3. E 


2х +1 


EXEMPLO 8. Resolva а inequagáo ——ə O < 0. 
xcu 
2x +1 
x— 4 
беті 0 + + + 
т ——T 


Solução 


Inicialmente, estudaremos o sinal de 


-“фєв:-рө Шин РИ 


| 


A 


das soluções da inequagáo dada. ш 


3x —1 


EXEMPLO 9. Resolva a inequação ——=— w. = 


x+2 
Solução 
3x =1 3Х-1 5 2 
255 = ( ) (x + —2). 
x + 2 x+2 х+2 


3x — 1 — © 
— = 
x+ 2 
—2х— 11 
БЕБА. = 


> 0. 
x+ 2 


Multiplicando por —1 ambos os membros da última desigualdade, resulta: 


Ed e аа 26 


d 
2 
= — 0 + 
g a j 
-32 
E — 
2x +11 , : 4 
х+2 
E 29 
2 
2x +11 11 
=0 o ——<x<-2 
x T2 2 
11 
ta ¡ERIZOS x<-2 0: 


conjunto das solugóes da inequagáo dada. 


CUIDADO! 


3x — 1 5 


ШЕ $) пао é equivalente a 3x — 12 5 (x + 2)!! 
х2 


- 

A equivalência será verdadeira para x > -2, pois, x > -2 = x + 2 > 0; 
multiplicando, entáo, ambos os membros da desigualdade por x + 2, o sentido se 
manterá; assim, para х > -2, 


3х-1 
х+2 


Por outro lado, para х < -2, 
Эх--1 
ж+ 2 


25 <> 34х-125(х402). 


> 5 © 3x-1 < 5(х + 2). (Por qué?) . 


Exercicios 1.2 


1. Resolva as inequagóes. 


а) 3х+3<х+6 
Б) х-3> 3х +1 
e) 123x143 
d)x+3<6x- 2 
e)1-3x>0 
М 2x *123x 


2. Estude o sinal das expressóes. 


a)3x—1 
b)3-x 
с)2-3х 
а) 5х +1 
ЯГ fima 


х-2 
f Qx+ Dx-2) 


х +2 
— x 


h) 2 
3—x 
i) Qx - DG - 2x) 


Л x(x—3) 

D х(х- 1)Qx + 3) 

m)(x = DA + x)(2 — 3x) 

п) у(х? + 3) 

9) (2х = 02+ 1) 

р) ax + b, em que a e b são reais dados, com a > 0. 


q) ах + b, em que а < 0e b são dois reais dados. 


3. Resolva as inequacóes. 


6. 


0» = 
a) = <0 
x 
="Z 
с) >0 
Әжеге 
3x —2 
€) —— = 0 
2—x 


g) (x — 2)(x + 2) > 0 


j 1455 
2х-3 


DxQx— 1Xx 1)>0 


п) (2х — 30? + 1) «0 


. Verifique as identidades. 


а) х2 — a2 = (x — a)(x + a) 
Бу „3 


Ж = а3 = (x — a)(x2 + ах + a2) 


а (2х – 1)(х+3)<0 


Рх(0х = D) = 0 


yb = 

б =. 
X —3 
Жо 

j < 

A 


т)Ох-1)х-3)>0 


) dan ей 
py зе. 
х? +1 


< Divida x3 - a? por x — a e conclua que х3-а3= (х-а) (х2 +ax+ a2). 


c) x4 = а -(х- а)(х3 + ах2 + а2х + а3) 


Do 2 (х aptrad+ra 


х 
1) em que л #0 é um natural. 


Simplifique. 


2254 х+а 


е) n- ай (x ay l+ ax” 2+ ах" 3 + EE 


3 4, 


а 2y + ato 


1 
һ 


3 


(х + hy» — xº 
п------- 


һ 


Resolva as inequações. 


22-420 
Dx2-1<0 
с) х2>4 
а х2>1 


Е % 
x^ —9 


x-Fl 


, (x + h)? = х2 


b) Е 


ах - 
х 


42,4 
ђ 2—2 
х-р 

1-4 

т) Х+һ х 
һ 


y «+ Ay —(x—h? 
h 


о 
^x^—4 


——— 

AA 
Ә(әх-1)х2-4)<0 
h) 3х2 > 48 


>0 


) ,2- 2, em que r> 0 é um real dado. 


D 12», ет que r> 0 é um real dado. 


8. Considere o polinômio do 2.º grau ах? + bx + с, em que a # 0, bec são 


reais dados. 


a) Verifique que 


2 by A 2 
ax +bx+tc=aljxt— | — — |, em que À = b^ — 4ас. 
2а 4а“ 
b) Conclua de (a) que, se A>0, as raízes de ax? + bx + с são dadas pela 
fórmula 
—b E 4A 
P cr a 
2а 
с) Sejam | 
—b+ vÀ -b — NA 
34 ————————— gj] => (А z 0) 
2a 2a 
as raízes de ax? + bx + c. Verifique que 
b Ё 
Pe dg == pia me 
a а 


Considere o polinômio do 2.º grau ах? bx * ce sejam x] e x? como no 
item (c) do Exercício. Verifique que 


ax2 + bx + c = a(x — x1)(x — x2). 
10. Utilizando o Exercício 9, fatore o polinómio do 2.° grau dado. 


а) 2-3х-2 
5)52-х-2 
0) х2 0+1 
d) х2 — 6x + 9 
e) 2х2 — 3x 

Л 2х2 - зу еі 
8) х2 — 25 

h) 32+ х-2 
0 42-9 

D 2x2- 5х 


11. Resolva as inequações. 


8)2-3y42«0 
b)x2-5x+6>0 
с);2-3>0 
Dx2-9<0 
€9)2-x-220 
Л 3x24x-2>0 
8) x2- 4x+4>0 
h) 3x2- x <0 
Dax? 4x+1<0 
D 42-4 +150 


12. Considere о polinómio do 2.9 grau ax2 + bx + c e suponha A < 0. 
Utilizando o item (a) do Exercício 8, prove: 


2 


а) se a > 0, então ax? + bx + c > 0 para todo x. 


b)sea< 0, entáo ax? + bx ^ c «0 para todo x. 


13. Resolva as inequações. 
)x2+3>0 
D)y2+x+1>0 
с) х2+х+1<0 
d) 2+5<0 
e) (х- 32 +5)>0 
Л (ох+1ух?+х+1)<0 
8) х(х2 + 1)>0 


№) (1-х)<2+2х+2)<0 
ЖЗ 


——-25 6 5х%3>5(х2 +1) 


15. Aafirmação: 


"para 5 todo x real, 
Ex" Ex +1 ” 
х#2,—————>3 e x2+x+1>%x-2) 
Х-2 


6 falsa ou verdadeira? Justifique. 


16. suponha que Р(х) = арх! + ajx” T 1+... + ap ух + ал seja um 
polinômio de grau n, com coeficientes inteiros, isto é, ag # 0, a], ao, ..., 
ап São números inteiros. Seja a um número inteiro. Prove que se a for 


raiz де P(x), então a será um divisor do termo independente ay. 


17. Utilizando о Ехегсісіо 16, determine, caso existam, as raízes inteiras da 
equagáo. 
а) x3 + 2x2+x-4=0 
b) x3- x2+x+14=0 
c) х4 — 3x3 + 124 3x=2 
4) 253 — х2-1=0 
€) 3+2 +х-14=0 
Л x3 3x2 -ax- 12-0 
18. Seja Р(х) um polinômio de grau n. Prove: 
a é raiz de Р(х) & Р(х) é divisível por x — a. 


(Sugestáo: dividindo-se Р(х) por x - а, obtém-se um quociente Q(x) e um 
resto R, R constante, tal que Р(х) = (x — a) Q(x) + В.) 


19. Fatore o polinómio dado. 
а) 53 + 232- x -2 
b) 54 3х3 + 2+ 35-2 
с) х3 + 2х2 =3% 
4) х3 + 3x2 4x 12 
€) x3 + 6х2 + Mx 6 
Л 3-1 

20. Resolva as шедиасбез. 
а)у3-1>0 
b) x3 + 62+ 1х+6<0 
с) x3 + 332- 4x- 1220 
d) х3 + 2х2 — 3x «0 

21. A afirmação: 


“quaisquer que sejam os reais x e y, x < y & x2 «y 


é falsa ou verdadeira? Justifique. 


3219 


22. Prove que quaisquer que sejam os reais x e y, x < y @ x^ < y? 


23.Neste exercício vocé deverá admitir como conhecidas apenas as 
propriedades (A1) a (A4), (MI) a (M4), (D), (O1) a (O4), (OA) e (OM). 
Supondo x, y reais quaisquer, prove: 


аух: 0-0. 

b) (Regra dos sinais) 
dy Cy) = хуз Cx) C) = xy. 

с) х2 >0. 

а) 1> 0. 

е) х>0%х—1>0. 

7) (Anulamento do produto) 
xyy=08e8x=00uy=0. 


8) х2 = 2 © x= youx=-y 
h) бех>беу>0,2-у2 e x - y. 


13. MÓDULO DE UM NÜMERO REAL 


Seja x um nümero real; definimos o módulo (ou valor absoluto) de x por: 
= | x se x=0 
MEL 
|—х se х<0. 


De acordo com a definigáo acima, para todo х, | х | > 0, isto 6, o módulo de 
um número real é sempre positivo. 


EXEMPLO 1. 

2 |5|-5. 

2) |-3|--(-3)-3. m 

EXEMPLO 2. Mostre que, para todo x real, 
|х 2 = x2. 


Solugáo 


Se x >0, | x | = x е dai | x |2 = x2. 


Sex < 0, | x | = -хе dai | x [2 = (-х)2 = х2. 


Assim, para todo x real, | x 2 -х2, 


Lembrando que а indica а raiz quadrada positiva de а (а > 0), segue do 


exemplo anterior que, para todo x real, 


a 
EXEMPLO 3. Suponha a > 0. Resolva a equagáo 
|x|=a. 
Solução 
Сото|х|>0еа>0, 
|x|=a@|x|2= a2. 
Mas | х 2 = x2, assim 
\х|=аФх?=а2 (x-a) (х+а) = 0 ә x - aoux — а. 
Portanto, 
іхітзаФх-аойх--а. m 
EXEMPLO 4. Resolva a equação | 2х + 1| = 3. 
Solução 
2x+1=3 | х= ] 
2х+1!=3 © ой > ой 
2x+1=-3 ЕИ? 


Assim, 


[2x+1|=36x=loux=-2. ш 


Sejam x e y dois números reais quaisquer. Definimos a distáncia de х a y por | 
x — y |. Sendo P e О os pontos do eixo Ox de abscissas x e y, e и о segmento de 
extremidades 0 e 1, | x — y | é a medida, com unidade и, do segmento РО. 


u 
— Р Q 
¡q AAA м 
0 1 x y 
Бе|х|-|х-0|, segue que | x | é a distância de x a 0. 


Seja r > 0; o próximo exemplo nos diz que a distância de x a 0 é menor que ғ 
se, e somente se, x estiver compreendido entre —r e r. 


EXEMPLO 5. Suponha r > 0. Mostre que 


[x|<re-=r<x<r. 


Solução 
іхі<ғә|х|2</2 ө,2< 2 
таз, 
х2<,2 Ф®(х—-гу(х+)<0Ф-г<х<г. 
Portanto, 


|x|<r@-r<x<r. m 
EXEMPLO 6. Resolva a inequagáo | x | < 3. 
Solução 

Pelo Exercício 5, 

|х|<39-3<х<3. ш 

EXEMPLO 7. Elimine o módulo em 
lx-p|<r(r>0). 

Solução 


lx-p|<rS-r<x-p<rOp-r<a<p+r. 


Assim, 
[Ix=p|<rep-=r<x<pr+r. 


(4 distáncia de x a p é estritamente menor que r se, e somente se, x estiver 
estritamente compreendido entre p=rep+r.) т 


EXEMPLO 8. Mostre que quaisquer que sejam os reais x e y 
Іхуі-іхіІуі. 
(O módulo de um produto é igual ао produto dos módulos dos fatores.) 
Solucáo 
зу = 093 2352 = [ху = ху p2 
Сото | ху |20 e | x | | y | > 0 resulta 
[ху =|хПу|. 
Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que, para todo x real, 
x<|x|e-x<|x|. (Verifique.) ш 
EXEMPLO 9. (Desigualdade triangular.) Quaisquer que sejam os reais x e y 
Ix *y|six|*I»l. 
(O módulo de uma soma é menor ou igual à soma dos módulos das parcelas.) 
Solugáo 


Sex+y20,|x+y|=x+y<|x|+|y]. 
бех%у<0,х%уі--(х%у)--х-у<|х|%|у|. 


Assim, quaisquer que sejam os reais x e y. 
|x+y|<|x|+|y| m 
EXEMPLO 10. Elimine o módulo em |x — 1|+|x+2]. 


Solução 


Parax<-2,x-1<0ex+2<0, assim 
[x-1|+|x+2|=-—(x- 1)- (x+2)=-2x-— 1. 
Para-2<x<1,x-=1<0ex+2>0, assim 
lx-1]|+|x+2|=-—(2x- D + (x+2)=3. 


Рагах > 1, х- 1>0ех + 2 >0, assim 


[х-1|+|х+2|=(х—1)+(х+2)=2х +1. 


Conclusáo 


el 3 se-2=x<1 


Exercícios 1.3 


1. Elimine o módulo. 


а) |-5|+|-2| 
b)|-5+8| 
c)|-a|,a>0 
4)| |,а«0 


e)l-al 


f |2a|-|3a| 


Resolva as equações. 


а)|х|=2 

b)jx+1|=3 
c)|2x-1|=1 
d)|x-2|=-1 
е)|2х+3|=0 
f |x|=2x+1 


Resolva as inequações. 


а)|х|<1 
b)|2x - 1| «3 
с):|-32= 1:62; 


d) 1 
13x — 11 < — 


m)x-l|-|x-*2|»x 
n)x-3|«x-«1 
o)|x-2|*|x-1|» 1 


Suponha r > 0. Prove: 
|x|»rex«-roux»r 
Elimine o módulo. 


a)|x*1|-*|x| 
b)|x-2|-|x-* 1| 
c)|2x- 1|*|x-2| 


d)|x|+|x-1|+|x=2]| 


6. Prove: 
lx+y|=|x|+|y]|® xy 20. 
7. Prove: 
а)\х-у|>|х|-|у]| 
Біх-уісіуігіхі 
сх - [У х-у| 


1.4. INTERVALOS 


O objetivo desta seção é destacar certos tipos de subconjuntos de R, os 
intervalos, que seráo bastante úteis durante todo o curso. 

Sejam a e b dois reais, com a « b. Um intervalo em R é um subconjunto de (2 
que tem uma das seguintes formas: 


a,b]=(x E R|a<x <b} 
а, [= (x E R|a<x< b} 
a,b]= {x ER|a<x<b) 
a,b[ = {x E R|a<x< b} 
-о, а[ = (x e R |x <a) (—® = menos infinito) 


Observação. -оо não é número, -оо é apenas um símbolo. 


-о,4а|-іхе R|x <a} 
а, +о[ = {x Е R|x >a) 
a, +о[ = {x E€ R|x> a} 
—00, -Foo[ = R. 


Os intervalos |а, b[, | оо, а[, Ja, +oo[ e |-, *oo[ são denominados intervalos 
abertos; [a, b] denomina-se intervalo fechado de extremidades a e b. 


EXEMPLO. Expresse o conjunto (x Є В | 2x — 3 < x + 1j em notação de 
intervalo. 


Solucáo 


2х-3<х+1Фх< 4. 


Assim, 


{х ER|2-3<x+1)=]-00,4. m 


Exercicios 1.4 


1. Expresse cada um dos conjuntos abaixo em notagáo de intervalo. 


а) {x ER|4x-3<6x +2) 
b) {x ER||x|<1} 
с) (x ER||2x-3|<1) 


^xeRI3àx-1« = 


2. Determine r> 0 de modo que ]4 — r, 4 + r[ C ]2, 5[. (Lembre-se: А C В 
<> A é subconjunto de В.) 


3. Sejam a « b dois reais e p € Ja, b[. Determine r> 0 de modo que ]p — r, 
p+r С Ja, P[. 


4. Expresse o conjunto das soluções das inequações dadas em notação de 
intervalo. 


)x2-3x+2<0 


с) х2+х+1>0 


Dx2-9<0 


1.5. PROPRIEDADE DOS INTERVALOS ENCAIXANTES E 
PROPRIEDADE DE ARQ UIMEDES 


A seguir destacaremos duas propriedades fundamentais dos números reais e 
cujas demonstrações serão apresentadas no Apêndice 1. 


Propriedade dos Intervalos Encaixantes. Seja (40, bo], [a], 51]. [a2. 521. 


“o [ag bn], ... uma sequência de intervalos satisfazendo as condições: 


(i) [ao. bo] 2 [a1,b1] > [a2, b2] > ... D [аи, Би] > ... (ou seja, cada 
intervalo da sequéncia contém o seguinte); 
(ii) para todo r > 0, existe um natural и tal que 


ӛ,-а,<ғ 
(ou seja, à medida que n cresce o comprimento do intervalo Гау, Би] vai 
tendendo a zero). 


Nestas condições, existe ит único real a que pertence a todos os 
intervalos da sequéncia, isto 6, existe um único real a tal que, para todo 
natural n, dy < a € bg. 


Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y sáo dois reais quaisquer, entáo 
existe pelo menos um nümero natural n tal que 


nx > y. 


EXEMPLO 


D 


Para todo x > 0, existe pelo menos um natural n tal que — < Y, 


n 


>) Para todo real x existe pelo menos um natural n tal que n > x. 


Solucáo 
1) Comox > 0, por Arquimedes, existe um natural л tal que zx > 1 e, portanto, 


= < ЛЖ, (Observe: nx > 1 = nz0.) 
n 


>) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural и talquen>x. m 


1.6. EXISTÉNCIA DE RAÍZES 


Inicialmente, observamos que se (40, bo], [a], b1], 142, 921, ..., Lan, bn]. ..- 
for uma sequência de intervalos satisfazendo as condições da propriedade dos 
intervalos encaixantes e se para todo n, ар > 0 e by > 0, então a sequência de 


intervalos [ a ó : bó ] Я 
Э t Э 9 7 P, 
Га), br], [a5, b5], ..., Їйл, bs ], > 


também satisfará aquelas condições (verifique). 
Antes de apresentar o próximo exemplo, lembramos que por um digito 
entendemos um natural pertencente ao conjunto (0, 1, 2, 3, ..., 9}. 


EXEMPLO 1. Mostre que a equagáo x? = 2 admite uma única raiz positiva a. 
Solução 


Seja 40 o maior natural tal que 


3 
А = 2 (Ag = 1) 
daí 
(40+ 12» 2 (Ар + 17 2,22 > 2). 


Façamos, agora, а) = A0 e bo = А0 + 1. Seja А] o maior dígito tal que 


Ag + = 2 (А, = 4; (1,4? «2 < (1,57). 


Fagamos: 


(Observe: a] = 1,4 e b] = 1,5). 


Seja А2 o maior dígito tal que 


(ж А ү А› | <2(4, = 1; (1,41)? < 2 < (1,42)7). 


10 10? u 
Façamos: 
A A A +1 
а = Ag + aL = Ag t A T ILS. 


10 102 10 102 


(Observe: a) = 1,41 e by = 1,42.) 


Assim, 


Prosseguindo com este raciocínio, obteremos uma sequéncia de intervalos 
[ao. bol, [a], b11, .... [an, Би] satisfazendo as condições da propriedade dos 


1 


— dy = — 


1 107 


quando п cresce by - а, tende а zero). Assim, existe ит único real a tal que, para 


intervalos encaixantes (observe que b 


todo n, 
An <a € by 
e, portanto, 
2 2 2 
& = x с” 4 
б, "= G( = Айн. 
Mas d цав real tendo esta propriedade, pois, 


[а2, bil lan bo sas [al DEI; 


ME d "ics as condições cd propriedade. Como, para todo л, 


5 : 
ал <2< b; 


segue-se que a2 = 2. Fica provado, assim, que existe um real a > 0 tal que 2-2. 
Vejamos, agora, a unicidade. Suponhamos que 5 > 0 também satisfaça а 
equação; temos 


Teorema. Sejam a > 0 um real e n 2 2 um natural. Então existe um único 


reala> 0 tal que a! = a. 


Demonstração. É deixada para o leitor [sugestão: siga o raciocínio utilizado no 
exemplo anterior]. m 


Notação. Sejam a > 0 um real e л > 1 um natural. O único real positivo a tal que 


а. 


= a 6 indicado рог n | Dizemos que a é а raiz n-ésima (ou de ordem n) 
j 
positiva de a. 


Sejam a > 0 e b > 0 dois reais, m > 1 e n > 1 dois naturais e p um inteiro. 
Admitiremos a familiaridade do leitor com as seguintes propriedades das raízes: 


(1) Ya Yb = "аЬ 


(2) Ya? 


(3) Y Wa mu q 
(Aa«b <= Ya < "b. 


EXEMPLO 2. Seja a um real qualquer. Mostre que se л for ímpar, п natural, 


então existe um único real a" = a. 


a, 


ту атр 


Solução 


Se a > 0, pelo teorema anterior, existe um único a > 0 tal que a” = a. Por 
outro lado, para todo £ < 0, 8” < 0 (pois estamos supondo п impar). Segue que o a 
acima é o único real tal que o” = a. 

Se a < 0, existe um único real f tal que f" = —a e daí (-В)" = a (lembre-se de 
que (-/)" = —B"). Assim, — é o único real tal que (~£)” = a. 

Notação. Se n for impar е a um real qualquer, o único a tal que а! = a é indicado 


por Ч а " 


EXEMPLO 3. Calcule. 

а) 3/-8 b) 416 
Solução 

а) 3-8 2-2[72? 2-8] b416=2 
(Lembre-se: 4 1 6 indica a raiz positiva de ordem 4 de 16) ш 


EXEMPLO 4. Verifique que 


а-– Б = ( Ya = Vb y Ya? + Уа» + Yp? ). 


Solução 
a-b= Qa)- Ab) 
=v- y (х= Ya ey= Vb) 
-(x-y»GQ + ху + уд) 
= (3a — Vb) ( Ya + Mab + Vb? ). 
Assim: 


N 
+ 
<s 
a 
S 
+ 
2, 
< 
D 
и 


а-ь= (За — За 
Observação. Veja uma forma interessante de fixar a identidade acima: 


a — bŠ = (a — b) (а? + ab + b?) 


agora, extraia a raiz cúbica de todos os termos desta identidade. 


Já vimos que a equagáo x2 = 2 nào admite solução em Q; como A "n ё raiz 
| & 


, | 
^) nào é racional, isto é, , | ^) é um número 
- 


| < 


de tal equação, resulta que 


irracional. 


Observe que x2=2 ter solução em R é uma consequência da propriedade dos 
intervalos encaixantes; como esta equação não admite solução em 0), isto 
significa que o corpo ordenado dos racionais não satisfaz tal propriedade. Esta é a 
grande falha dos racionais. A grande diferença entre o corpo ordenado dos reais 
e o dos racionais é que o primeiro satisfaz a propriedade dos intervalos 
encaixantes e o segundo, não. 

Os dois próximos exemplos mostram-nos que entre dois reais quaisquer 
sempre existem pelo menos um racional e pelo menos um irracional. 


EXEMPLO 5. Sejam x e y dois reais quaisquer, com x < y. Então, existe pelo 
menos um irracional t tal que x < t € y. 


Solução 
x é racional ou irracional; suponhamos inicialmente x irracional. Temos 
х<уФу-х>0. 


Por Arquimedes, existe um natural л tal que 


1 , 1 
= y= ПИ FSM 
п п 


1 1 1 
Como — > 0, x < x + —; tomando-se t = x + — tem-sex < t < y 
n n n 


x 1 y 


com f irracional (a soma de um racional com um irracional é irracional). 
Suponhamos, agora, x racional. Por Arquimedes existe um natural n tal que 


42 2 
Ж у = x: ua sisi: = x + tem- 
n n 
sex < t< у, com tirracional. ш 


EXEMPLO 6. Sejam x, y dois reais quaisquer com x < y. Entáo existe pelo 
menos um racional r com x < r < y. 


Solucáo 
1.ºCaso:0<x<y 


Por Arquimedes existe um natural k, com k > y; ainda, por Arquimedes, 
existe um natural л tal que 


К К 
елге c ж 
п п 


PEL 
{+1 
a, 9) [ 
+ + + S - + - 
0 4, х y К-а, 
Sejam 
e 2k 3k jk 

dj = —, 2---, 8---, vs a; =— , co O = Ki 


k 
4415 4; + — < x + (y — x) = y. 
n 


resulta x < а}+1<у tomando-se t= аў + |, tem-se x < t< y, com tracional. 


1 
seja j o maior índice tal que ау < x; assim aj + | > x е como 


2.° Caso: x<0< y 
Basta tomar /- 0. 


3.^Caso:x «y < 0 


х<у<0%0<-у<-х. 
Pelo 1.° caso, existe um racional s tal que 
-у<5<-х. 
Portanto 
х<-5< у. 
com —5 racional. 
4.° Caso: x = 0 ou y = 0 
Faça você. m 


Exercícios 1.6 


1. Prove que a soma de um racional com um irracional é um irracional. 


2. O produto de um racional diferente de zero com um irracional é racional 
ou irracional? Justifique. 


3. Prove que é irracional. 


a) 46 b) 42 + 43 
х= 42-45 + 42+ 4/5 “eim 


ou irracional? Justifique. 


5. Verifique as identidades em que x > 0 e y > 0. 


ах-у- (Ух = 4») (Мх + 4») 


bx-y- dx — Зу ) % x3 + 42у = г Y xy? + 4 y ) 


6. Determine uma aproximagáo por falta, com duas casas decimais exatas, 
í 
“510 


7. Prove: se para todo r> 0, r real, | a— b | < г, então a = b. 


8. Sejam x, y dois reais quaisquer com x > 0 e y > 0. Mostre que 
ix o UEM 
A ХУ = ----- 

^ T 


- 


9. Sejam x, y dois reais quaisquer, com 0 < x < y. Prove 


yy m > yy — NX. 


10. Seja € > 0 um real dado. Prove que quaisquer que sejam os reais 
positivos x e y, tem-se: 


^ Гг” БЕ: 
x=- у1< є = lyx – үуі<е. 
11. Sejam x, у dois reais quaisquer, com 0 < x < y. Prove 
3 AN Y y — NX. 
12. Aafirmagáo: 


== 
“para todorealx 20,x > | X » 


é falsa ou verdadeira? Justifique. 


1.7. POTÊNCIA COM EXPOENTE RACIONAL 
m 
Sejam a > 0 um real e f^ = ——. n > 0. um racional. 


n 


Definimos 


т 


а=а" = "ат М 


Tendo em vista a propriedade (2) das raízes, segue que tal definição não 


r 


т 


п > 0. que tomamos como 


depende da particular fragáo 


n 


representante do racional r. 


EXEMPLO 


a) 23 = 32 М53-45- и 


Sejam a > 0 e b > 0 dois reais quaisquer е ғ, s dois racionais quaisquer. Das 
propriedades das poténcias com expoentes inteiros e das raízes seguem as 
seguintes propriedades das potências com expoentes racionais e cujas 
demonstrações são deixadas como exercícios: 

(Dar. d= +5. 


D (as = а, 


o qr | 
— = ars. 


5 
а 
(4) (aby = ать”. 
(5) Se a> 1 er< s, então a” «аг. 


(6) бе0<а<1еғ<5,епйоа” > аз. 


2 


FUNÇÕES 


2.1. FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL REALA VALORES REAIS 


Entendemos por uma função fuma terna 
(A, B, a > b) 


em que А e В são dois conjuntos е а > b, uma regra que nos permite associar а 
cada elemento a de 4 um único b de B. O conjunto 4 é o domínio de f e indica-se 
por Df assim А = Df O conjunto В é o contradomínio de f. O único b de В 
associado ao elemento a de А é indicado por Да) (leia: f de a); diremos que f (a) é 
o valor que f assume em a ou que f (a) é o valor que f associa a a. 

Uma função f de domínio А e contradomínio В é usualmente indicada por f: А 
> В (leia: f de А em В). 

Uma função de uma variável real a valores reais ё uma função f: А ^ B, em 
que А e В são subconjuntos de R. Até menção em contrário, só trataremos com 
funções de uma variável real а valores reais. 

Seja f: А ^ В uma função. O conjunto 


G= Жж) |x € А} 


denomina-se gráfico de f; assim, o gráfico de fé um subconjunto do conjunto de 
todos os pares ordenados (x, y) de números reais. Munindo-se o plano de um 
sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, o gráfico de f pode entáo ser 
pensado como o lugar geométrico descrito pelo ponto (x, /(х)) quando x percorre 
o domínio de f. 


| (x, f o0) 


Observagáo. Por simplificagáo, deixaremos muitas vezes de explicitar o domínio 
e o contradomínio de uma função; quando tal ocorrer, ficará implícito que о 
contradomínio é R e o domínio o “maior” subconjunto de R para о qual faz 
sentido a regra em questáo. 

É usual representar uma função f de uma variável real a valores reais e com 
domínio А, simplesmente por 


у=/(х),х € А. 


Neste caso, diremos que х 6 a variável independente, е y, а variável dependente. 
É usual, ainda, dizer que y é função de x. 
EXEMPLO 1. Seja y = f(x), f(x) = x3. Tem-se: 

a) Df= R. 

b) O valor que fassume em x é f(x) = x3. Esta funçào associa a cada real 
x o número real f(x) = х3. 
VENDEN) = 03 = 0:701) = 13 = 1. 
а) Gráfico de f 


Gr- (Gy) 1y=33,x е В). 


Suponhamos x > 0; observe que, à medida que x cresce, y também cresce, 


x sendo o crescimento de y mais acentuado que o de x (veja: 23 = 8; 


роіѕ у = 
33 = 27 еїс.); quando х se aproxima de zero, у se aproxima de zero mais 
rapidamente que x ((1/2)3 = 1/8; (1/3)? = 1/27 etc.). Esta análise dá-nos uma 
ideia da parte do gráfico correspondente a x > 0. Para х < 0, 6 só observar que / 


(х) = -/(о). 


œ= оф © = «| © 


1 
' 


0 
Jd: 
2 
1 
2 

1 
2 
1 
2 


Tem-se: 


y X. 


EXEMPLO 2. Seja fa fungáo dada por f( X ) = 
4 E 


1) Dy- (x E R|x>0). 


> f(4) = 44 шш 2 (o valor que fassume em 462). 
2) Г ‹ 

fa?)- NP =ltl. 
"fx*3)94x*3,x 2-3. 


2) Gráfico de f 
= 
/ X Quando x cresce, y 


= y 
também cresce, sendo о crescimento de y mais lento que o de 
X (44 = 2, 416 = 4, 464 = 8 etc.); 


quando x se aproxima de zero, y também se aproxima de zero, só que mais 


A função fé dada pela regra x ^ y, Y 


lentamente que Jg ( J4 = т 16 = + etc.). 


EXEMPLO 3. Considere a fungáo g dada por У = — Tem-se: 
) Dg= ix ER|x%0). 
2) 


Esta fungá i d: 0 1 - l 
sta funçào associa a cada x £ e o g (x) - нэ 


B l 
g (x + h) = ——. x= - h. 
x+ h 


1) Gráfico de g 


Vamos olhar primeiro para x > 0; á medida que x vai aumentando, 


y = — vai se aproximando de zero 


(x=10> y = —; х = 100+ y 2: 3 etc.); 


1 


à medida que x vai se aproximando de zero, vy тш — vai se tornando cada 


X 


vez maior 


- =“ 


> стан da x = — њу = 10; 


X = — 5 y = 100 еїс.). Vocé já deve ter 
100 


uma ideia do que acontece para x < 0. 


yq 


1 
1 - 
і х 
-1 
221) 
ГЫ 
EXEMPLO 4. Dada а fungáo f(x) = -x2 + 2x, simplifique: 
4 TC) = fa) b) f(x + h) — fo) 
x = h 
Solução 
Р) = fa) (-х2-2Х)-1 -(х-1)2 
а) lc. = 
x 5-1 =] 
assim 


f (wy f G _ 
х-1 


Observe: ((1)--12-:2-1, 


mac sims x MP 


2) Primeiro vamos calcular f(x + h). Temos 
f(x + h) = — (x + h)2 + 2(х + h) = —x2 — 2xh - h? + 2x + 2h. 


Fx+h)- f(x) " x? — 2xh —h? + 2x + 2h — (=x? + 2x) 
h h 


—2xh — h? + 2h 
h 


=—2x—h+2 
ou seja, 


iain: 
TETO IO 2, hs 0. 
h " 


EXEMPLO 5. (Fungáo constante.) Uma fungáo y = f(x), x € A, dada por f(x) = 
К, К constante, denomina-se função constante. 


1) f(x) = 2 é uma função constante; tem-se: 
© DFR 
(ii) Gráfico de f 
бу= (e. f()) |x € R = ((x,2) | х е R}. 


O gráfico de fé uma reta paralela ao eixo x passando pelo ponto (0, 2). 


“ 
d 


2 
2 
2 
2 
2 


Э) g:[-1,+0[ + R dada por g (x) = —1 é uma função constante e seu gráfico é 


1 ѕе x= 0 


EXEMPLO 6. Seja — 
f=) —188 x<0 


Tem-se: 


1) Df= R 
›) Gráfico de f 


Observe que (0, 1) pertence ao gráfico de /; таз (0, —1) não. m 


EXEMPLO 7. (Função linear) Uma função f£: R ^ R dada por f(x) = ax, а 
constante, denomina-se função linear; seu gráfico é a reta que passa pelos pontos 
(0, 0) e (1, a): 


Se a — 0, o gráfico de /соіпсіде com oeixox. ш 


EXEMPLO 8. Esboce os gráficos. 


1) /(х) = 2х. 

) g(x)2-2x. 
2) h(x)y-2|x|. 
Solução 


1) O gráfico de fé a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, 2). 


›) O gráfico de g é a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, —2). 


2) Primeiro eliminemos o módulo 


_ Í 2xsex 20 
ко) |=2хзех<0 


аЬ" 
у= 2х, \ у= -2х a 


EXEMPLO 9. (Função айт.) Uma função f: R > R dada por y = ax + b, a e b 
constantes, denomina-se função afim. Seu gráfico é a reta que passa pelo ponto 
(0,5) e é paralela á retay=ax. ш 


EXEMPLO 10. Esboce o gráfico de f(x) = |x- 1| + 2. 
Solução 
Primeiro eliminemos o módulo 


А. Х--14:2 желет _ х+1 зех=1 
ее sex<1 00 НЕ ѕех<1. 


Agora, vamos desenhar, pontilhadas, as retas y =x + 1 e y = -х + 3 e, em 
seguida, marcar, com trago firme, a parte que interessa de cada uma: 
y 
у=-х+3 4 
“ 
М #y=x+1 
“ га 
Mo 
n. u^ 
2F-*. 
г 
7487 
^ ' ` 
» 1 ` — 
7 1 N 


рагах 2 l,f(x) =х+1 
para x < 1,f(x) = —x + 3 


Sempre que uma função for dada por várias sentenças, você poderá proceder 
desta forma. 


Outro modo de se obter o gráfico de f é o seguinte: primeiro desenhe 
pontilhado o gráfico de y = | x |; o gráfico de y = | x — 1 | obtém-se do anterior 
transladando-o para a direita de uma unidade; o gráfico de f obtém-se deste 
ültimo transladando-o para cima de duas unidades. 


B 
EXEMPLO 11. (Função polinomial.) Uma função f: R > R dada por 
f) = agx” + ajx” 7 1+ «tan-|x+an 
em que ag % 0, a], a), ..., ар são números reais fixos, denomina-se função 


polinomial de grau n (n € N). 


1) Јо) = х2 — 46 uma função polinomial de grau 2 e seu gráfico é a parábola 


нү 


O gráfico de uma função polinomial de grau 2 ё uma parábola com eixo de 
simetria paralelo ao eixo y. 


» g(x)-(x- 1)3 é uma função polinomial do grau 3; seu gráfico é obtido do 


gráfico de y = x transladando-o uma unidade para a direita. 


с) у(х) =x4- | é uma função polinomial do grau 4; seu gráfico tem o seguinte 
aspecto: 


» 


чу 


EXEMPLO 12. (Funcáo racional.) Uma /ипсдо racional fé uma fungáo dada por 
: р(х) 
Ї ( x) = — em que p e q são duas funções polinomiais; о 
q(x) 
dominio de fé o conjunto (x € R| q (x) #0}. 


х +1 


D 
f( X ) == ——————е uma função racional definida para todo x + 
X 
0. Como y Ж ) — 1 + — , segue que o gráfico de f é obtido 
TN 


do gráfico de y = — transladando-o uma unidade para cima (veja 
` 


X 


Exemplo 3). 


( X) — é uma função racional com domínio (x € 


m |x # 0}. Observe que Р — Р --- А medida que | x 
1x0) (Хх) =x t —. que |x | 
vai crescendo, —— vai se aproximando de zero e o gráfico de g vai, então, 


X 


“encostando” na reta y = x (por cima se x > 0; por baixo se x < 0). À medida 
que x se Г” de zero, o gráfico de g vai encostando na curva 


y = 


: 


с) 
h( x) шш —  — xë uma função racional com domínio (x € R 


x2 | 
| x # — 2). O gráfico de h é obtido do gráfico de y = — 


x 


transladando-o duas unidades para a esquerda. 


xY 


EXEMPLO 13. Determine А e В para que a terna (А, B, x © y) seja função, 


sendo a regra x > y dada implicitamente pela equação xy? =х- 1. 


Solução 


^? 
xy“ = x - ] у= + |—— 
ү x 

Para se ter função, é preciso que a regra x > y associe a cada x € А um 

único y € B. Basta, entáo, tomar 
Xx = 
А = {x ERI = 0} = (xERIx<00ux=1) 
X 


B= (y E R|y20}. 


Temos assim a função f: А > B dada por 


Ix --1 
(x) = 1|---- 
f Y ж 


Observação. A escolha de А e B acima não é a única possível. Quais as outras 
possibilidades? m 


EXEMPLO 14. O conjunto H = {(x, y) € R2 | 2x + Зу = 1} é gráfico de função? 
Em caso afirmativo, descreva tal função. 


Solução 


2x + 3y=1 > у = у sge 


que Н é o gráfico da fungáo dada por vy = 


Notação. O símbolo 82 é usado para representar o conjunto de todos os pares 


ordenados de números reais, Е? = (х, у) |х,у E R}. 


Observação. Sejam H um conjunto de pares ordenados e А = (x € R| dy ER 
com (x, y) € Hj. Então H é gráfico de função se, e somente se, para cada x em 
A, existe um único y, com (x, y) € H. 


— № 


E gráfico de funçào Não é gráfico de função. 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, lembramos que a distância d entre 
os pontos (х0), yo) e (x1, y1) é definida por 


d = 4(x1 — xo)? + (y1 — уо)? 


SS rae pos 
ve 1-1 71 22% pelo teorema de Pitágoras 
2 Э 2 


d = (yi уо) + (у — хо). 


- 
x 


Pois bem, а circunferência de centro (а, b) e raio r(r > 0) é, por definição, о 
lugar geométrico dos pontos do plano cujas distáncias a (а, b) sáo iguais а ғ. 
Assim, a equação da circunferência de raio r e centro (a, 5) é 

(к-а)?+(у- 5? = 2. 
EXEMPLO 15. Esboce o gráfico da função f dada pela regra x > y, em que х2 + 
у2-1,у>0. 


Solução 


2 2 | озы 
х+у=1еу=б=»у=+1— х2.А função f é dada por 


у= ү1- х2, -1=<x=<1. 


Como 12 + y2 -]e9(x- о) %(у- o? = 12, segue-se que x2+ у2 =16а 
equagáo da circunferéncia de centro na origem е гаі 1; о gráfico de fé a parte 
desta circunferência correspondente a y > 0. 


EXEMPLO 16. O conjunto Н = ((x, y) € RÊ | х2 + y2 — 2y = 0) é gráfico de 
fungáo? Por qué? 


Solução 


х2+у2-2у=0=»х?^+у2-2у+1=1Ф®х2+(у-1)2= 1 qe ёа 
equagáo da circunferéncia de centro (0, 1) e raio 1. Temos 


> Э | 9 
c+py-1"=LSy=1x41=x*., 


Assim, para cada x € |-1, Ц existe mais de um y, com (x, y) € H; H não é 
gráfico de fungáo. 


Exercícios 2,1 


1. 


Calcule. 


а) f(—1)e 15) sendo f (x) = —х? + 2х 


Б) 2 (0), g (2)е е2) sendo g (х) = 


ғ, fla+b)- f(a — b) 
ab 
y £E + b)— Ла 


х? 
sendo f (x) = 3.4 +0 


2) sendo f (x) =3х+1еаЬ#0 


РО) — ПР) 


Simplifique  ————————— (x + р) sendo dados: 
х-р 


a) f(x) = х2 ep- 
уо) =х2ер= 1 
с) f(x) = x? e p qualquer 


d)f(x) = 25+ 1ер=2 
е) (х) = 2х+1ер=-1 


J Је) = 5ер= 2 


8) Дх) = хЗер=2 
D а) = х3 ер= -2 
9 Јо) = ve р qualquer 


Л 1 
а Б, а 1 
1 
о)= = ер= 2 


i de х2-3х M 


Цаа ер-3 


"Кх=—ер=0 
x 


4) 1 
fa)=-— ep 0 
£z 


3, p + — » 
Simplifique fix th) - fox) (Л X 0) sendo / 
h 
(x) iguala 
a)2x*1 
5)3х-8 
с)-2х 4 
d) 2 


e) х2 + 3x 


Л 2+5 
8) x2- 2x 
n-x«s 
) —2x2+3 
D 22 +х+1 
D 3 
т),3 + 2% 
п) 32 х 
o) 5 
р) 1 

X 


4) 2 —х 


EZ 
. Dé o domínio e esboce o gráfico. 
a) f(x) = àx 
b) g (x)= =x 
c)h(x)=-x+1 
d) f(x)=2x +1 
e) g (х) = -2x + 3 
Л (09-3 


5; 


) Год = -2 DE 
uc (х) = х + 
©) : 3773 
| i | хзех=2 
i) SO=-=3x D гюе” Нені 


2х sexx-l 


b w=] ХАЙЙ E m) h(x)-Ix— 11 


n) f(x) =1х +21 


х2 -2x41 Ш 
Demo. Ф g (х) = — 
4-1 E 
Їх-1 12x +1! 
г) g(x)- = 
5 x= 9005-2541 
Considere a função f(x) = |х - 1| * [х - 2]. 
а) Mostre que 


[-2x +3 se xxl 

о) = + 1 se 1<x<2 
| 2x —3 se x 22 

b) Esboce o gráfico de f 

Esboce o gráfico. 


а)/(х)=|х|+|х—2| 
5)8 (х)-1х1-1 
с)у-1|х1-1| 


df) =|х+ Их | 
Olhando para o gráfico de /; estude о sinal de f(x). 
a)fQ)-7x-3 
b) f(x) = —2x + 
c)f(x) = 3х +1 
d) f(x)=-3x -2 
e)f@)=x+3 
Л) ЈО) = -8x + 


g) (к) = ax + b (a> 0) 
h) f(x) = ax + b (a < 0) 


8. Estude а variagáo do sinal de /(х). 


а) Јо) = (х= 1) (x +2) b) ГО) = (2x + 3) (x + 1) 

с) ГО) -х(1--х) а) ГО) = (x+ 2) (х — 3) 
-1 

e) f(x) E 

9 f= 228 3 

А х(2х-1) 

D f(x) яа” 


D) Јо) = (2х— 3)(х + 1)(х— 2) 
9. Determine o domínio. 


1 
a) т 


D уУ= –х 
І2х-1 

[| j = | 

) f(x) [13x 

n) s= 2 -1 


u) у=үх— ух 


10. Esboce o gráfico. 


9 fe) = x? 
Dy=x2+ 1 
О)у-х2-1 

Фу=(х-1)? 


ё)у=(х+1)? 

 у=(х-1)2+1 

8) у= (х+1)2-2 

My? 

0 у=-(х-2)? 

Й у=|х2-1| 

ЖЕР 

m)y = (x + 1)2 

n) y = x3 

9) у= (x- 2? 

р)у=х|х| 

Фу? lx] - 

EE sexs] 

DE 2g sexl 
x? -1sex = 0 


X sex >0 


11. Considere a função f dada por f(x) = х2 + Ax + 5. 


4) Mostre que f(x) = (x + 2)2+1 
Б) Esboce o gráfico de f 
с) Qual o menor valor de f(x)? Em que x este menor valor é atingido? 
12. Seja f(x) = ax2 + bx + e, a #0. 
a) Verifique que 
” 
b А 
fOQ)=ajxt— | -—,"* 
2а 4а 


A= 52 — Aac. 
b) Mostre que se a > 0, entáo o menor valor de f (x) acontece para 


b 


Qual o menor valor de f(x)? 


9 ( b) A 


Mostre que se a < 0, entáo f| —— | = зэв 
2a J 4а 


maior valor assumido por f. 
d) Interprete (5) e (c) graficamente. 


13. Com relagáo à fungáo f dada, determine as raízes (caso existam), o 
maior ou o menor valor e esboce o gráfico. 
а) f(x) = x2 3+2 
уо) = 2-4 
С) f(x) = x2 - 4+4 
4) х) = х2+ 2х+2 
e) f(x) 2232 +3 
D ү(х)-2х2-3х 
8) f(x) = -x2 + 2x 
№ f(x) e -x +4 
у = -4x2 + ax - 1 
D /о)--х2-4х-5 


14. Olhando para o gráfico, estude a variação do sinal de f(x). 


©)у(ху=х2+х+1 
Ф f(x) = —x2 + 3x 
Ө)ү(х)--х2-2х-1 
Л у(ху=х?+6х+9 


8) уох) = x29 

h) f(x) o 2+ 2x 6 
D у(х) = 2х2 — бх+1 
D До) = -x3 e 2x-3 


15. Dé o domínio e esboce o gráfico. 


2 2 
a) fla) = — b)y- 
x х-і 
2 
с) у= а y=1+= 
U Al š x 
9y=-2+1 d gs 
x x 
1 1 
8) YU x42 h У“;-2 
1 1 
Dy= > 1) 8» хашин л 
x^ S sl 
I 1 2 
y: — E m) y= 
^ (ai? “q? 
1 1 
ту----- о) y=1+ => 
(x + D^ = 
1 1 
p) y=—x+— q) y=lxl+— 
x x 
ту y=yx-1 5 y=yx+2 
) y= x и) у= ЛЯ 
y у= yx? х) у= 1.2 
16. a) Verifique que 


41 + х? —|х|= 26: Em 
|x] + 41 x SP omm 


Conclua que à medida que | x | cresce a diferença 


f 
М 1 + X 2 A | X | se aproxima de zero. 


b) 
Esbi fico d 222 
sboce о gráfico өл, = 4) 1 + X 


17. Dé o domínio e esboce o gráfico de f( X ) = N x? => 1 
J V Г. . 


(Sugestão: Verifique que à medida que | x | vai crescendo, o gráfico de f vai 
“encostando”, por baixo, no gráfico de y = | x |.) 
18. Dé o domínio e esboce o gráfico. 


5) у= 4x? -4 c) у= jx“ 


e) у= 49-12 Л y-41- (+2) 
19. Seja f dada por x > y, y 20, em que x2 + y? =4, 

a) Determine f(x) 

b) Esboce o gráfico de f 


20. Esboce o gráfico da função y = f(x) dada implicitamente pela equação. 


а),2%у2-1,у<0 
Му-у2-0, у>0 
с) œ- 1242-4, y20 
d) 24 y2 +2y=0,y>-1 
124 y24 2x + 4y=0,y<-2 
»y+1 
-----х,х%1 
Ж 
21: , : | 1 | 
Considere a fungáo f (x) = máx 1 =й Г 
` xX) 


а) / 1 \ 
Calcule f (2), f ( -1 )е f| га | 
y “19? | 
N < 
b) Dé o domínio е esboce o gráfico 
22. Considere a função f(x) = máx(n € Z| n <x}. (Função maior inteiro.) 


2 Саісше 15 | ТА 1), fl 


b) Esboce o gráfico 


sy d^ 35 
гісі 


23. Calcule а distáncia entre os pontos dados. 


a) (1,2) e (2, 3) 
b) (0, 1) e (1,3) 
c) (71, 2) e (0, 1) 
d) (0, 2) e (0,3) 
е) (22,3) e (1, 4) 
f (1,1)е(2,2) 


24. Seja d a distáncia de (0, 0) a (x, y); expresse d em fungáo de x, sabendo 


que (x, y) é um ponto do gráfico de у = — 
X 

25. Um móvel desloca-se (em movimento retilíneo) de (0, 0) a (x, 10) com 
uma velocidade constante de 1 (m/s); em seguida, de (x, 10) a (30, 10) 
(em movimento гей ео) com velocidade constante de 2 (m/s). 


Expresse o tempo total T (x), gasto no percurso, em fungáo de x. 
(Suponha que a unidade adotada no sistema de referéncia seja o metro.) 


26. (x, y) ё um ponto do plano cuja soma das distáncias a (-1, 0) e (1, 0) é 
iguala 4. 

a) „2 2 

Verifique que X + у 


4 3 


=] 


Supondo y > 0, expresse у em fungáo de x е esboce o gráfico da 

b) função obtida 
27. Sejam F} e Рә dois pontos fixos e distintos do plano. O lugar geométrico 
dos pontos (x, у) cuja soma das distâncias a F] e Ёл é sempre igual a 2k 
(2k > distância de F| а F2) denominase elipse de focos F| e Fo e 


semieixo maior k. 


a) Э ” 
^ y^ 
Verifique que ` + - mo 1 é a equagáo da elipse de 
Э Э 
as ^ 
focos (-с, 0) е (с, 0) е semieixo maior a, em que ь?=а2-‹? 
5 2 2 
А ү 
Verifique que ` + « = 1 é a equagáo da elipse de 
> Э 
а“ b* 
focos (0, —c) e (0, c) e semieixo maior 5, em que а2-12-62 


с) Desenhe os lugares geométricos descritos nos itens (a) e (b) 


28. Determine o domínio e esboce o gráfico. 


а) у= 


2 ы | 2 
4—3x? b) f(x) = —1— 4x? 
| > Г 2 
c) y244- x? d) g(x) = 4/2 — 3x? 
29. Você aprendeu em geometria analítica que y — yg = m (x — хо) é a 
equação da reta que passa pelo ponto (хү, ур) e que tem coeficiente 


angular m. Determine a equagáo da reta que passa pelo ponto dado е 
tem coeficiente angular m dado. 


а) (1,2)ет=1 
b)(0,3)em-2 
с) (-1,-2)em- -3 


LP — 
2,-Цет- 2 


e)(5,2)em=0 


Л 
(—3, 0) e m = 


N | 22 


30. A reta г intercepta os eixos coordenados nos pontos А e B. Determine а 


31. 


32. 


33. 


distáncia entre А e В, sabendo-se que r passa pelos pontos (1, 2) e (3, 1). 


A reta r passa pelo ponto (1, 2) e intercepta os eixos coordenados nos 
pontos A e B. Expresse a distáncia d, entre 4 e B, em fungáo do 
coeficiente angular т. (Suponha т < 0.) 


Na fabricagáo de uma caixa, de forma cilíndrica, e volume 1 (m3), 
utilizam-se, nas laterais e no fundo, um material que custa $1.000 o 
metro quadrado e na tampa um outro que custa $2.000 o metro 
quadrado. Expresse o custo C do material utilizado, em fungáo do raio r 
da base. 


Expresse a área A de um triángulo equilátero em fungáo do lado /. 


34. Um retángulo está inscrito numa circunferéncia de raio r dado. Expresse 


35. 


a área А do retángulo em fungáo de um dos lados do retángulo. 


Um cilindro circular reto está inscrito numa esfera de raio r dado. 
Expresse o volume V do cilindro em função da altura Л do cilindro. 


36. Um móvel é langado verticalmente e sabe-se que no instante / sua altura 


é dada por h (0) = 4t — ë, 0 x t € 4. (Suponha o tempo medido em 
segundos e a altura em quilómetros.) 


а) Esboce o gráfico de h 
b) Qual a altura máxima atingida pelo móvel? Em que instante esta altura 
máxima é atingida? 


37. Entre os retángulos de perímetro 2p dado, qual o de área máxima? 


38. Divida um segmento de 10 cm de comprimento em duas partes, de 


modo que a soma dos quadrados dos comprimentos seja mínima. 


39.Um arame de 10 cm de comprimento deve ser cortado em dois 


pedagos, um dos quais será torcido de modo a formar um quadrado e o 
outro, a formar uma circunferéncia. De que modo deverá ser cortado 
para que a soma das áreas das regiões limitadas pelas figuras obtidas 


seja mínima? 


40.Um arame de 36 cm de comprimento deve ser cortado em dois 
pedagos, um dos quais será torcido de modo a formar um quadrado e o 
outro, a formar um triángulo equilátero. De que modo deverá ser 
cortado para que a soma das áreas das regióes limitadas pelas figuras 
obtidas seja mínima? 


41. Coloque na forma (x — ay? %(у- by =. 


а) 2+ yl 2 =0 
b) x2+y2-x-y=0 
с) 2x2 + 2y2+x=1 
Ф,2%у243х-у-2 
42. Determine a рага que ав retas dadas sejam paralelas. 


ауу-ахеу-3х-1 
by-(atl)xtley-x 
o) Zr 
у=——— еу = 2ax + 1 
> 


ду=-хеу= Зах + 4 
е) 2х +у=1еу=ах+2 
f х+ау= 0еу= 3х +2 
43. Determine a equação da reta que passa pelo ponto dado e que seja 
paralela á reta dada. 


а)у= 2х+3е (1,3) 
b) 2х + 3y = 1 e (0, 1) 
с)х-у= 2е (-1,2) 
d) x + 2y = 3 e (0, 0) 


44. Justifique geometricamente: y = mx + n (m # 0) e y = түх + nj são 
perpendiculares se e somente se mm = – 1. 


45. Determine a equação da reta que passa pelo ponto dado e que seja 
perpendicular à reta dada. 


a)y7xe(1,2) 
b)y=3x+2e (0, 0) 
с)у= -3х+1е (-1, 1) 
4)2х «Зу-16(1,1) 
е) 3x — 2y = 0 e (0, 0) 
f 5x+y=2e (0, 1) 


2.2. FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS: SENO E COSENO 


Com os elementos de que dispomos até agora, ficaria muito trabalhoso definir 
e, em seguida, demonstrar as principais propriedades das funções seno e cosseno. 
Observamos, entretanto, que apenas cinco propriedades são suficientes para 
descrever completamente tais funções. O teorema que enunciamos a seguir e 
cuja demonstração será feita após estudarmos as séries de potências resolverá 
completamente o problema referente a tais funções. 


Teorema. Existe um único par de funções definidas em R, indicadas por 
sen e cos, satisfazendo as propriedades: 


(1) вел0-0 
(2) cos0=1 
(3) Quaisquer que sejam os reais ае b 

sen (a - b) sena cos b — sen b cosa 
(4) Quaisquer que sejam os reais a e b 

cos (a — Б) = cos а cos b + sen a sen b 
(5) Existe r > 0 tal que 


O<sen x< x < (g x| tg x= 
( COS X 


sen x | 


para 0 < x < r. 


Vejamos, agora, outras propriedades que decorrem das cinco mencionadas 
no teorema acima. 
Fazendo em (4) a = b = t, obtemos 


cos 0=costcost+ sentsent 


ou seja, para todo t real, 


2 y À 
(6) cos ft sen t=1 


2+ 


Deste modo, para todo 1, o ponto (cos t, sen f) pertence à circunferência x 


у2=1. 


cos f, sen f) 


Para efeito de interpretagáo geométrica, vocé poderá olhar para o / da 
mesma forma como aprendeu по colégio: / é a medida em radianos do arco 
— 


AP Lembramos que a medida de um arco é 1 rd (rd — radiano) se o 
E 


comprimento do arco for igual ао raio da circunferência (1 rd = 57%16'). 
A próxima propriedade será demonstrada no Apéndice 2. 


(7) Existe um menor número positivo a tal que cos а = 0. Para este a, sena = 1. 


O nümero a acima pode ser usado para definirmos o nümero z. 


Definição. Definimos o número z por л = 2a, em que а é o número a que se 
refere а propriedade (7). 


п T 


= 0. Temos, 


Assim é о menor número positivo tal que cos 
E 2 
também, sen = 1 . 
2 


Seja fuma função definida em R. Dizemos que fé uma função par se, para 
todo x, 


Лх) = (х). 
Dizemos, por outro lado, que fé uma função impar se, para todo х, 
/Сх)=-/(х). 
EXEMPLO 1. Mostre que 


1) sen é uma função impar. 
>) cos é uma função par. 


Solução 


т) Fazendo em (3) а = 0 e b = t, resulta sen (~^ = sen 0 cos t — sent cos 0 ou 
seja 


sen (-1) = —sen t. 


>) Fazendo em (4) a = 0e b = t resulta cos (—f) = cos t. 


EXEMPLO 2. Mostre que quaisquer que sejam os reais a e b 


cos (а + b) = cos a сов b — sen a sen b 


sen (a + b) = sen a cos b + sen b cos a. 
Solução 


cos (a + b) = cos [a — (-b)] = cos a cos (—b) + sen a sen (—b) = cosa cos b — sen 
a sen b. sen (а + b) = sen [a — (—b)] = sen a cos (—b) — sen (—b) cos a = sen a cos 
b+senbcosa. m 


EXEMPLO 3. Mostre que, para todo x, 


2 2 


Cos 2x = cos“ x — sen“ x e sen 2x = 2 sen x cos x. 


Solução 


cos 2х = cos (x + х) = cos x cos x — sen x sen x = cos? x — sen? x. 


sen 2x = sen (x + x) = sen x cos x + sen x cos x = 2 sen x cosx. m 


EXEMPLO 4. Mostre que, para todo x, 


2 
COS“ X 


Solução 
cos 2x = cos? x — sen? x = cos? x — (1— cos? x) 
logo 
2 5 1 1 
cos 2х = 2 cos“ x — 1 ou cos“ x = — + — cos 2x 
27 2 
Verifique 1 vocé que 
sen2x = — — — cos 2x. " 
2 2 
EXEMPLO 5. Calcule. 
т т 
а) cos—. b) sen —. 
4 4 
C) COS 7. d) sen 7. 
Solução 
т 


Provaremos mais adiante que cos x > 0e sen x > Оет 10,----)|, 


= 


" т 
сов 2х; fazendo х= E 


> 
to | — 


" 


соѕл= -l. 


Fazendo x — em sen 2х = 2 sen x cos x, resulta 


ѕепл = 0. 


Interprete geometricamente os resultados deste exemplo. ш 
Deixamos a seu cargo verificar que, para todo x, 


sen (x + 2л) = sen x 


cos (x + 27) = cos x 


Аз fungóes sen e cos sáo periódicas com período 2л. 
Os gráficos das funções sen e cos têm os seguintes aspectos: 


EXEMPLO 6. Esboce o gráfico da fungáo dada por y = sen —. 


Solução 


Те 2 
Primeiro vamos estudar o comportamento de y para x = — 


2 1 
Assim, рага a > —, sen — ~ 0. А medida que x 
T 


X 


aumenta, vai se aproximando de zero, o mesmo acontecendo com sen me 
=> . 
X X 
2 1 


é só observar que sen — é ímpar. 


Para x = — 


T X 
іу 


Observe Г рага 


Vejamos, agora, 0 comportamento de sen para 


2 
0<х<--. 
T 


2 


Quando x varia em ] 0 Бе 2. ] sen —— fica oscilando entre 1 e —1. 
. ` 


“ 


Exercicios 2.2 


шыр------ 


1. Евһосе o gráfico. 


a) f(x) = sen 2x 


ву y х 
c J= eos 


е) y = sen тх 

g) 80)= ib sen x 
х 

! 


- 2 
i) y 2 x^ sen — 
x 


b) y = 2cosx 
d) f(x) = 1ѕеп xl 
D fa) = xsen x 


h) y=xsen 2 
х 


Л g(x)=x+senx 


2. Sejam ае b reais quaisquer. Verifique que 


a) sen a cos b 


b) cos a cos b 


— [sen (a + b) + sen (a — b)] 


< 


— [cos (a + b) + cos (a — b)] 


< 


с) зеп а sen b = os (a — b) — cos (a + b)] 


23. AS FUNÇÕES TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE E 


COSSECANTE 


sen x 


A função tg dada por tg x = ——— denomina-se função tangente; 


COS X 


seu domínio é o conjunto de todos os x tais que cos x #0. О gráfico da tangente 
tem o seguinte aspecto: 


Geometricamente, interpretamos tg x como a medida algébrica do segmento 
AT, no qual Té a intersegáo da reta OP com o eixo das tangentes е AP o arco de 
medida x rad. 


x eixo das 
med АР = x rad tangentes 


Os triángulos 0МР е 047 são semelhantes. Assim: 


AT | АТ _ МР 


= ou — isto é, 


COS X 


As funcóes sec (secante), cotg (cotangente) e cosec (cossecante) sáo dadas рог 


1 сов X 
sec х = ———, со x = e cosec x — 
cos x sen x 


sen x` 


O gráfico da secante tem o seguinte aspecto: 


Exercicios 2.3 
1. Determine o domínio e esboce o gráfico. 
a) f (x) = cotg x 
b) g (x) = cosec x 
2. Verifique que sec?x 2 14 tg? x para todo x tal que cos x £ 0. 
3. X 
Mostre que, para todo x, com cos — = O, tem-se: 
— 
x ох 
2ta= = 2 
205 1-5 5 
а) sen x= = b) cos x = = 
1+2 > 144225 
E 2 8 2 


24. OPERAÇÕES COM FUNÇÕES 


Sejam fe g duas funções tais que Буп Dg seja diferente do vazio. Definimos: 
a) A função f+ с dada por 


(+ в) (х) = f(x) + g (x) 


denomina-se soma de fe g. O dominio de f+ g é Dyn Dg. Observe que f+ 
g é uma notação para indicar a função dada por y = f(x) + g (x). 


b) A função / g dada por 
(^89 G) = 0) 8 (0) 
denomina-se produto de fe g. O domínio de f^ g é DFN Dg. 


c) 


A função — dada por 


8 


2 usse 
8 g(x) 


denomina-se quociente de fe g. O domínio de — é x € руп Dg 16 (x) 


8 
+0}. 
d) A função kf, k constante, dada por 


(kf) (x) = Қ) 


€ o produto de f pela constante k; Dkf= Df 
EXEMPLO 1. =: am 


fi) = 4/7 тес 
*(f - g)(x) y dr 


O domínio de /+ g é [2, 7] = n я 


к зы = 47-х Т Бу 


domínio de fg é [2, 7] = руп 54 


Sendo fuma função, definimos a imagem de f por Imf= (f(x) | x € Df). 


Definição (de função composta). Sejam fe g duas funções tais que Imf C 
Dg. A função dada por 


»y-g(f().x € Dg 


denomina-se função composta de g e f. É usual a notagào g ° f para indicar a 
composta de g e f. 


Assim, 
(697 0) 7 2070), x € Dy 
Observe que gºftem o mesmo domínio que f: 


EXEMPLO 2. Sejam fe g dadas por f(x) = 2х + 1 e g (x) = x2 + 3x. Determine 
g°fe f°g. 


Solução 


(ED G) = 80009) = ИФР + 3 [/(х)] = (2х + D2 * 3 Qx + 1), x € а= ру 
078) G)-f(gG) = (к^ + Зх) = 202+ 3х) + 1,1 € Dg. ш 


EXEMPLO 3. Sejam f(x) = х2 о( Y ) == 4 Х Determine g ° fe f? e. 


Solução 


Imf= Ry e Dg= R+, assim Imf C Бо. (Notação: R+ = (x Е [R х>0}.) 
(g °f) (x) = g (f (x)) = "UT x) = үх? 2IxLxeR- р, 
Img = R+ e Df= R, logo Img С Dg ` 
(fe) (х) = f(g (х)) = х) = (Ух)? =x, xE R} = D,. = 


Definição (de igualdade de funções). Sejam as funções f: А ^ Вез: А’ PR 
Dizemos que fé igual a g, e escrevemos f= g, se os domínios de Ге g forem 


iguais, А = А', e se, para todo x € 4, f(x) = g (x). 


EXEMPLO 4. Sejam f: A^ Re g : À > R duas funções. Prove que f+ g = g + f. 
Solução 
Dprg=4=Do+p 
Por outro lado, para todo x em 4, 
(+ в) (х) =fG) + в (х) = g @) 570) (е + f) Q). 
Assim, 
ftg-gtf 


Observe que f(x) + g (x) = g (x) + f(x), pois f(x) e g (x) são números reais e, 
em R, vale a propriedade comutativa. ш 


EXEMPLO 5. As funções f e g dadas por 
| ГЕ A EM ы Зе 

Их) = үх 4x —1 e g(x)= 4x X 

sáo iguais? 

Solução 


fg pois Dr Dg (Бу= [1, +оо [e Dg=-00,0] U [1,+=[). m 


Exercícios 2.4 


8 


T. А 
Dé os domínios e esboce os gráficos de f + 8 е = 
Í 
2 1 
а) Ү(д-хед(д-х —1 b) ГО) = xe gx) = — 
yx 
1 

с) ГО) = 1е р(х) = үх 1 d) ГО) = 1е ga) = —— 
(x — 2)“ 


afin] fsexe Q 5 -|-Isexe Q 
e) fix) = Herë ü 80) = 1зех@ Q 


2. Verifique que Imf C Dge determine a composta Л (x) = g (f (x)). 


a) g (x) = 3x + 1с/0) = x +2 
b) g (x) = 4x e f@) = 2 + x“ 


x1 
с) 800=— —;°/®=+ +3 
d) g (x) = 2 3x41 ef@)= 2х — 3 


5 
e)w-. озды 
gG) = = 
Ш жн 
8) g(x) = үх AM —x,x*0ouxzl 


2-1 Е 
IIS EDS 
alils x 


. Determine o “maior” conjunto A tal que Imf C Dg; em seguida, 
construa a composta Л (x) = g (f(x). 


8 (=, e: A>Rf0)=x+3 
b) те ті ef: А > В, f(x) = 32 
с) 8(0-(х-Іе/:А-В, f(x) = A ы 


а) во m LefiA S ВЮ = - 2 
e) go) = 4х2 =] е/:А—>В,/(х)=х?—2 


. Determine f de modo que g (/(х)) = x para todo x € Df sendo g dada 
por 


a) 8(х) = 
х2 0 


с) g (х) 


3 
е) 2(10=24+ — 
x+1 


+2 


x 
b) е(х)= 


d) (х) = X —2x,x>1 


Раб) = х2 — 4х+3,х>2 


3 


LIMITE E CONTINUIDADE 


3.1. INTRODUÇÃO 


Neste capítulo, vamos introduzir dois dos conceitos delicados do cálculo: os 
conceitos de continuidade e de limite. 

Intuitivamente, uma função continua em um ponto p de seu domínio é uma 
função cujo gráfico não apresenta “salto” em p. 


O gráfico de f nào apresenta “salto” em р: fé continua em p. Observe que à 
medida que x se aproxima de р, quer pela direita ou pela esquerda, os valores / 
(x) se aproximam de f(p); е quanto mais próximo x estiver de p, mais próximo 
estará f (x) de f (р). O mesmo não acontece com a função g em p: em p о 
gráfico de g apresenta “salto”, g não é contínua em p. 

Na próxima segáo, tornaremos rigoroso o conceito de continuidade aqui 
introduzido de forma intuitiva. 


EXEMPLO 1. Consideremos as funções fe g dadas por 


f(x) = хе g(1)=3» 


Vemos, intuitivamente, que f é contínua em todo p de seu domínio. Por sua 
vez, g não е contínua em p= 1, mas é contínua em todop fl. m 


Intuitivamente, dizer que o limite de f (x), quando x tende a p, é igual а L que, 
simbolicamente, se escreve 


lim f(x)= L 
хәр 


significa que quando x tende a p, f(x) tende a L. 


— 
x x 
Quando x tende a p, f (x) Quando x tende a p, f (x) tende 
tende af (р): lim (х) = f(p) aL: lim f(x)= L 
xp хәр 


EXEMPLO 2. Utilizando a ideia intuitiva (бе limite, calcule 
lim (x + 1). 
xl 


Solução 


lim (х+1)=2. 
х-1 п 


EXEMPLO 3% Utilizando а ideia intuitiva de limite, calcule 
х2-1 
lim --- 
x21 Х- 
Solução 
9 
Sej xe] #1; f nào está definid: 1 
eja — x Z 1; nào está definida em x = 1. 
a f(x) = L— Ln 
x] 


Parax #1 


Дох) = =x+1. 
lim lim (х+1)=2. 
x>1 x51 


Intuitivamente, é razoável esperar que se f estiver definida em p e for 


contínua em p, então, lim f(x) = f (p), 


x>p 


reciprocamente. Veremos que isto realmente acontece, isto 6, se / estiver 
definida em p 


fcontínua ет po lim f(x) = f (p). 


хәр 


Veremos, ainda, que se lim f(x) em L e se f não for 
xp 
contínua em p, então L será aquele valor que f deveria ter em p para ser contínua 
neste ponto. 


x 


f(x) 


f nào está definida em p. 


lim f(x) = L. 
x— p 


Lé o valor que fdeveria ter em p para ser contínua em p. 


lim f(x) = L 
x— p 


Lé o valor que fdeveria ter em p, para ser contínua em p. 


” Геза definida em p, mas L Z f (p). 


Com toda certeza 


lim Иа гер) 
А-0 һ 


ё o limite mais importante que ocorre na matemática, е seu valor, quando existe, 
é indicado por f (p) (leia: f linha de p) e é denominado derivada de fem p: 


f(p + В)— Гір) 
(р)= mca, 
f F 1-0 Л 


Este limite т de forma natural quando se procura definir reta tangente ао 
gráfico f no ponto (p, 7 (р)). о quociente 


fip hi - Гор) 
h 


incremental, nada mais é do que o coeficiente angular da reta s que passa pelos 
pontos M = (p, f(p)) e N= (p + h, f (p + h)) do gráfico de y = f(x) 


chamado às vezes de razão 


Рф + ----=---= 


Хр) 


Observe que а equacáo da reta s ё 


—/(р)= ms (x= p) 


f(p+h)— f(p) 
еш que т;  ---------- Quando А 
h 
tende a zero, o ponto N vai se aproximando cada vez mais de M, e a reta s vai 
tendendo para а posição da reta T de equação 


y JO) = f (p) (х p. 


Areta Té denominada reta tangente ao gráfico de f no ponto (p, /(р)). 

NOTA HISTÓRICA. Por volta de 1630, Pierre de Fermat (1601-1665) estabeleceu 
dois métodos: um para se determinar o coeficiente angular da reta tangente em 
um ponto qualquer do gráfico de uma fungáo polinomial e o outro para se 
determinar os candidatos a pontos de máximo ou de mínimo (locais) de uma tal 
fungáo. Pois bem, a ideia que acabamos de utilizar para definir reta tangente 6 
essencialmente a mesma utilizada por Fermat. Por outro lado, para Fermat os 
candidatos a pontos de máximo ou de mínimo (locais) nada mais eram do que as 


raízes da equação f(x) = 0. (Veja História da Matemática, p. 255, de Carl 
Benjamin Boyer, editoras Edgard Bliicher Ltda. e Universidade de Sáo Paulo.) 


EXEMPLO 4. Seja f(x) = х2, Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule f (1). 
Solucáo 


O que queremos aqui é calcular f (р), com р = 1. 


1+ h)- Үй 
һ— 0 һ 


Temos 
8) 2 

(1+ AF (1 IFRA =F 

APS) жи ) =2+h (70) 
һ һ 

Segue que 

(О) = lim (2 +h)=2. » 
h— 0 


EXEMPLO 5. Seja f(x) = x2. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule f (x). 


Solução 


Paj- im TEDS 
кле h— 0 h 


Temos 
А - 9 2..,2 
Хо) fo) œt- окб (8%0 
һ h 
Segue que 


f'(x)= lim (2x + A) = 2х. 
h— 0 


Ou seja, a derivada, em x, de f(x) = х2 éf(x)-72x. ш 
Como veremos, um outro modo de expressar f (p) é através do limite 


| kc 11 ий 27: 
f'(p)= lim SUE ЖАБУ. 
х-эр xP 
(Observe: fazendo x — p= h recaímos no limite anterior.) 


EXEMPLO 6. Seja f(x) = x3. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule f (2). 


Solução 


Год – у) 


f'(2)= lim 


Х-»2 
Temos 
(х)- /(2) _ 1-23 
JO) JO) : age ñ =x? + 2x + 4, x = 2. 
1-2 EZ 


(Lembre-se: a? — bŠ = (a — b) (a2 + ab + b2).) 
Assim 


f'(2)= lim (х2 + 2x + 4) = 12. 
` x>2 = 
A derivada é um limite. Então, para podermos estudar suas propriedades, 
precisamos antes estudar as propriedades do limite. É o que faremos a seguir. 
Antes de passar à próxima seção, queremos destacar as funções de uma 
variável real que vão interessar ao curso; tais funções são aquelas que têm por 
domínio um intervalo ou uma reunião de intervalos. Portanto, de agora em 
diante, sempre que nos referirmos a uma função de uma variável real e nada 
mencionarmos sobre seu domínio, ficará implícito que o mesmo ou é um 
intervalo ou uma reunião de intervalos. 


Exercícios 3.1 


1. 


Esboce o gráfico da fungáo dada e, utilizando а ideia intuitiva de fungáo 
contínua, determine os pontos em que a fungáo deverá ser contínua. 


a)f()-2 
Б) о) =х+1 
9 уо) = х2 
d) 


: 
E fx? se х =] 
Ка) l2sex>1 
e) ] 
— | = 
fG) 22 se 1х1 = 1 
2 веіхі < 1 


7 уд =х2+2 

Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule 
a) lim (x + 2) b) lim (2x +1) 

xl xl 
c) lim (35-41) d) lim (x2 +1) 

x0 x22 

& 
z +х 

e) lim yx f) lim 

x>1 132 x3 
8) lim 3x h) lim (xx + x) 

x22 x20 

% 
/ Y-— — 

Esboce o gráfico de f( X) — 2 Utilizando a 


АХ — 
C — su el 
ideia intuitiva de limite, calcule li m E EOS, 
хэ; 2x-1 


Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule 


xb 


a) lim b) lim 
x32 х-2 x20 x 
é 7 х 4х+4 
с) lim d) lim — 
x1 x22 i-2 


е) lim f) lim sen х 
х--і x+1 x>0 


32. DEFINIÇÃO DE FUNÇÃO CONTÍNUA 


Sejam fe g funções de gráficos 


Observe que fe g se comportam de modo diferente em p; o gráfico de / não 
apresenta “salto” em p, ao passo que o de g, sim. Queremos destacar uma 
propriedade que nos permita distinguir tais comportamentos. 

Veja as situações apresentadas a seguir. 


A função fsatisfazem p a propriedade 


para todo € > 0 dado, existe д > 0 (д dependendo de €), tal que f (x) 


permanece entre /(р)- € e f(p) + € quando x percorre o intervalo ]p — ó, р 
+ ó[, com x no domínio de f. 


ou de forma equivalente 


(D | para todo е > O dado, existe 8 > 0 (8 dependendo de е), tal que, para todo x 
єр, 
/ 


р-6<х<р%б-)(р)- є<](х) </(р) + e 


Entretanto, а fungáo g náo satisfazem p tal propriedade: 


para o € > 0 acima, não existe д > 0 que torne verdadeira a afirmação 
"NxeDgp-ó«x«p*tócg(p-e«gQ)«g(p)*e". 


Qualquer que seja o ó > 0 que se tome, quando x percorre o intervalo |р — д, 
p + ôl, g (x) não permanece entre g (p) — € e g (p) + €. 


A propriedade (1) distingue os comportamentos de fe de g em p. Adotaremos 
a propriedade (1) como definição de função contínua em p. 


Definição. Sejam fuma função e p um ponto de seu domínio. Definimos: 


Para todo e > 0 dado, existe ó > 0 (ë dependendo de e ). tal 
que, para todo x € Df, 


fcontínua em p e 


p-8<x<p+ë8> f(p) —€ < f(x) < f(p)- e. 


Observacáo. Sabemos que 


[x—p|<ó@p-ój<x<p+ó 


176)-/0р)| <€ @f(p) - € </(х) </(р) + e. 


А definição anterior pode, então, ser reescrita, em notação de módulo, na 


seguinte forma: 


Para todo е > 0 dado, existe ô > O tal que, para todo x em Dy. 


contínua em p 9 E 
отш p =] 1х=р1 < = 1х) – f(p) «e. 


Dizemos que f é contínua em А C Dp se f for contínua em todo p € А. 


Dizemos, simplesmente, que fé uma função contínua se f for contínua em todo р 
de seu domínio. 


EXEMPLO 1. Prove que f(x) = 2x + 1 é contínua em р = 1. 
Solução 


Precisamos provar que, para cada € > 0 dado, conseguiremos um ó > 0 (б 
dependendo apenas de €), tal que 


1-б6<х<1%д-/(1)-е</(х)</(1) + €. 
O € > 0 é dado, queremos achar ô > 0. Devemos determinar ô > 0 de modo 


que f(x) permaneça entre f (1) — € e f (1) + € para x entre 1— ó e 1 + д. Vamos 
então resolver a inequação 


ЛО) - € «f(x) « f(1) * €. 
Temos 
f()-€«f()«fü)-ee3-e«2x*1«34€. 


Somando —1 aos membros das desigualdades e dividindo por 2, resulta 


7@)-є</()</()+є е 1- E <x<1 + Š. 


€ 


Entáo, dado € > 0 e tomando-se 6 == — (qualquer ó > 0 com 


- 


€ 
б < —— também serve!), resulta 
о 


- 


1-б<х<1%д-/(1)-е</(х)</(1) + €. 


Logo, fé contínua em p= 1. 
O exemplo acima pode também ser resolvido em notagáo de módulo. Neste 
caso, precisamos provar que dado € > 0, existe ó > 0 tal que 


|х-1|456551/0)-700) | «6. 


Temos 
Ife) - РО) <еє = 12+ 1 = 31<є 6120 -21<є езіх-11< É, 
€ 
Assim, dado € > 0 e tomando-se = — 
2 
РА 


Ix- 1|«sàó 2 |1) - fa)|s e. 
Logo, fé continua em p= 1. m 
EXEMPLO 2. A função constante f(x) = k é contínua em todo p real. 
Solução 


Ло) — Ўр) | = | К— k | = 0 para todo x e todo p; assim, dado € > 0 e 
tomando-se um д > 0 qualquer 


Ix=p|<d => |/(х)—/(р)|=|к—К|<є. 


Logo, fé contínua em p, qualquer que seja p. Como fé contínua em todo p de seu 
domínio, resulta que f(x) = k é uma função contínua. т 


EXEMPLO 3. A função afim f(x) = ax + b (а e b constantes) é contínua. 
Solucáo 


Se a — 0, fé constante, logo contínua. 
Suponhamos, então, a #0. Temos: 


|/(к)—/(р)|=|ах+Ь—-ар-Ь|=|а||х-р|. 


Assim, para todo € > 0 dado 


¡FA SES AF DLE n 
a 


€ 


Tomando-se, entào, 6 -- — 


(а! 
|х-р| «дээ /(5)-/(р)| 56 


logo, fé contínua em p. Como р foi tomado de modo arbitrário, resulta que fé 
contínua em todo p real, isto é, fé contínua. ш 

Os dois próximos exemplos poderáo facilitar as coisas em muitas ocasióes. 
Antes, porém, observamos que se p € Ja, b[, a e b reais, então existe ó > 0, tal 
que ]p — à, p + ó[ C Та, Б; basta, por exemplo, tomarmos ó = mín (b— p, p — 


р p+ô 
p-5-a b 


Em qualquer caso, ó = mín {b — p, p — aj resolve o problema. 


EXEMPLO 4. Prove que, se para todo € > 0 dado existir um intervalo aberto / = 
Ja, b[, com p € І, tal que para todo x е Df 


xerofqy-e«fG)«fo)*e 


entáo f'será contínua em p. 


Solução 

Pela hipótese, para todo € > 0 dado existe um intervalo aberto / = Ja, b[, com 
p € 1, tal que 
© x€ ја Ы = f(p) — e < fx) «fp + є. 


Tomando-se д = mín (b— p, p — aj, ]p— à, p + ó[ С Ja, b[. Assim, 


x € ]p — ó, p + ó[ >x € ]a, b[. 
Segue de @) que 
x € ]р- д,р+д[ > f(p)- € <Л(х) <f(p) + €. 
Logo, fé contínua emp. ш 


EXEMPLO $. Seja r > 0 um real dado. Suponha que, para todo € < r, € > 0, 
existe um intervalo aberto /, com p € I, tal que para todo x € Df 


xel-f(p)-e«fQo)«f(p* 6. 
Prove que fé contínua em p. 
Solucáo 


Precisamos provar (tendo em vista o exemplo anterior) que, para todo € > 0, 
existe um intervalo aberto /, com p € I, tal que para todo x em Df 


хе1з/(р)-е</(х</(р)%<. 


Pela hipótese, se € < г, existe tal intervalo. 
Suponhamos, então, € >r. Seja0<€]<r. 


Pela hipótese, para о € | dado, existe / tal que 


хеіз/(р)-61</(о</р)%е1. 


Para este mesmo / teremos, também, 
хе1із/(р)-е</Қх)</(р) + € 


pois, f(p) - € < f (p) - €] e f(p) + € «f(p) + €. (Interprete graficamente.) 
Assim: 


para f'ser contínua em p, basta que, para cada € < r, > 0 (em que r > 0 é 
fixado a priori), exista um intervalo aberto /, com p € 1, tal que, para todo x 
em Df 


xel-f(p-t«fQ)«f(p)*t. 


EXEMPLO 6. Mostre que f(x) = De contínua em 1. 


Solução 


Precisamos mostrar que dado € > 0, existe um intervalo aberto 7, contendo 1, 
tal que 


хеіэ/(1)-е</(х</(1) +. 


Vamos resolver a inequação f(1) — € < f(x) < f(1) + €. 
Temos 


fü)-ecfe)«fü)ceel-eci«ieeedl-e«cx«ie. 


Tomando-se 


I=K/l-€,Yl+e[,1€1, 
xeIf(1-€«fQ)«f()« e. 


Logo, f(x) = x? é contínua em 1. 


Observacáo. Tomando-se 

ô= míni31*e—11—31—e 
1-6«х«144-/(1)-6«/(0)«/(1) +E. m 

EXEMPLO 7. Prove que f(x) = x2 é contínua. 


Solução 


Precisamos provar que fé contínua em todo p real (Df= R). 


Primeiro vamos provar que fé contínua em 0. Convém, aqui, usar a definição 
em notação de módulo. Vamos provar, então, que dado € > 0 existe ó > 0 tal que 


|х-0|<Ӛ-1|х2-02|<е, 
Sie p ! - 
Para se ter | x° | < + basta que se tenha | y | =. AJ € Tomando se 
ô = {є 
|х-0|<Ӛ-|х2-02|<е. 


Logo, f(x) = x2 é contínua em 0. 
Vamos provar, agora, a continuidade de fem todo р #0. Temos 


Го) - © </(х) < ОЕ eph - este sc, 
Para € <p? € >0, 
2 2 y) f [ 
p -e«x «p + є © р? – є <1х1< үр? +e. 


бе p > 0, tomamos 


Г» Го , 
I = M р F €, Ч рт + Ше 
хе1-р2-е <x? <p? +E, 
Se p < | 0, tomamos 
1 9 | 3 : 
I = ] — 4 рт + €. =y p^ — є Қыш 


хеізр2-в<,2<р2-е, 


Logo, f(x) = x2 é contínua em todo p real. (Interprete graficamente.) ш 
2 sexzl 


EXEMPLOS. f(x) = 1 e 


é contínua em p = 1º Justifique. 
Solução 


Intuitivamente, vemos que f não é contínua em p = 1, pois o gráfico apresenta 
“salto” neste ponto. Para provar que fnão é contínua em р = 1, precisamos achar 
um € > 0 para o qual não exista ó > 0 que torne verdadeira a afirmação 


“Yx Єр 1-б<х<1+8=/(1)—Є </(х) </(1)+є”. 


Como f(x) = 1 para x < 1 e f(1) = 2, tomando-se € = —(000<6 <1), 


2 


- 
para todo д > 0, 


1-4<х<і-/(х-і 


FO) + 
ға) = 
ғаз- 


ыы vim 


áo está entre о E | 3 ws 
ға) pup . 


_ 
nào existe ó > 0 que torna verdadeira a afirmagáo 


“ухєр,1-6«х«146-10)-5«/0)«/()Ж 


N| 
>| = 


Portanto, a função dada não é contínua em p = 1. Observe que fé contínua 
emtodopfl. m 

O próximo exemplo destaca uma propriedade importante (conservação do 
sinal) das funções contínuas. Tal propriedade conta-nos que se ffor contínua em p 
e f (p) #0, então existirá um ó > 0 tal que f(x) conservará o sinal de f (p) para p — 
д<х<р+д,хЕ Df 


fcontínua em p e f (p) > 0, fcontínua em p e f (p) < 0, 
existe ô > 0 tal que existe 8 > 0 tal que 
р-&<х<р+ ё ә }(х) > 0 р-&<х<р+ 8 ә }(х) < 0 


EXEMPLO 9. Seja fcontínua em p e f (p) > 0. Prove que existe д > 0 tal que, Ух 
е Df 


p-0<x<p+o0>f(x)>0. 
Solução 


Como, por hipótese, fé contínua em р, dado € > 0, existirá д > 0 tal que Vx 
е Dr 


@ р-6<х<р%5-/(р)- e< f(x) < (р) + є. 


Сото раға todo Є > 0 existe д > 0 tal que @) ocorre, tomando-se, em 
particular, € = f (p) (por hipótese f (p) > 0), existirá um ó > 0 tal que, Vx € Df 


р-8<х<р+ 8 = fp) /(р) «fG) < /(р) + /(р) 
e, portanto, 
р-6<х<рчдӛ->/(х)>0. 


De modo análogo, prova-se que se f for contínua em p e /(р) < 0, então (neste 
caso basta tomar € = -/(р)) existirá ó > 0 tal que 


р-д<х<р+д ә }(х) <0. m 


Exercicios 3.2 


1. Prove, pela definição, que a função dada é contínua по ponto dado. 


a)f(x) = 4x -3emp-2 
Бо) = x * lemp-2 
c)f(x)=-3xemp=1 
d) f(x) = x3 em p-2 
e) f(x) = x em p- -1 
ро) = 4x emp 
?f(x) Ах emp 
h) 3/ 
Р) = Nx emp= 1 
1 
Prove que Fl X ) = — é contínua em todo p #0. 
X 


Seja n > 0 um natural. Prove que f(x) = x” é contínua. 


! 
гч 


! 
© 


Prove que fí x)= e Ш. x é contínua. 


f (x) 2x sex sl, E 
Ж = e continua em 1 
i 1 5521 


Justifique. 


Dé exemplo de uma fungáo definida em @ е que seja contínua em todos 
os pontos, exceto em —1, 0, 1. 


Dé exemplo de uma fungáo definida em @ е que seja contínua em todos 
os pontos exceto nos inteiros. 


1 зехе0 
-1 зөх Q 


Mostre que fé descontínua em todo p real. 


Seja f dada por К x) = 


Determine o conjunto dos pontos em que а fungáo dada 6 contínua. 


a) fix) = [x] em que [x] = máx (n E Zl n = xj 


(Função maior inteiro.) 


Буро [хх] 
x зехеФ 
-х «ехе Q 
х2-1 «хЄО 
-х241 «х € Q 


10. Dé exemplo de uma função definida em R e que seja contínua apenas 
em —1, 0,1. 


с) f(x) = 


d) f(x) = 


11. Determine L para que a função dada seja contínua no ponto dado. 
Justifique. 


N 


— se x Ф 
a)f@)= 4 х-2 етр=2 


= 
т 
o 
= 
| 
N 


b) f(x) = x кей emp —0 
L sex=0 


12. Dé o valor (caso exista) que a fungáo dada deveria ter no ponto dado 
para ser contínua neste ponto. Justifique. 


AR: 4 
а) g(x) = —— em p —2 
x12 
2) 
q 
b) f(x) =——n emp = 0 
x 


| 
c) f(x)  — emp=0 


х 
9 
к= = 3 
----- sex£3 
d) f(x) =1 х-3 em p —3 
4 sex=3 


x sex <l 
е) g(x) = 41 на 
)80)512 хх»! ешр=1 
х 
Ix — 2l 
7 Рх) = —— emp=2 
x2 
13. Sabe-se que fé contínua em 2 e que f(2) = 8. Mostre que existe ó > 0 tal 
que para todo x е Dy 
2-ó«x«2tó f(x)» 7. 


14. Sabe-se que fé contínua em 1 e que /(1) = 2. Prove que existe r > 0 tal 
que para todo x € Dy 


3 5 
-r<x<l+r SAS 


15. Seja fuma fungáo definida em Ї e suponha que existe M > 0 tal que | f 
(х) = f(p)| > М |х – p | para todo x. Prove que fé contínua em p. 


16. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24 


* Suponha que | f(x) | 2x 


. Suponha que | f(x) — /(1) | <(x — 1? para todo x. Prove que fé contínua 


em l. 


2 para todo x. Prove que fé contínua em 0. 


x sexe 
-х зехеФ 


Prove que а fungáo f ( x) = 


é contínua em 0. 


. Sejam fe g definidas em R e suponha que existe M > 0 tal que | f(x) — 7 


(р) | <M | g (x) — g(p) | para todo x. Prove que se g for contínua em р, 
entáo ftambém será contínua em p. 


Suponha / definida e contínua em R e que f(x) = 0 para todo x racional. 
Prove que f(x) = 0 para todo x real. 


Sejam fe g contínuas em R e tais que f(x) = g (x) para todo x racional. 
Prove que f(x) = g (x) para todo x real. 


Suponha que fe g são contínuas em R e que exista a > 0, a # 1, tal que 
para todo r racional, f (r) = a” e g (r) = a”. Prove que f(x) = в (x) em R. 


р 1 
seis f (x) =X + — , Prove 
X 


а)1109-10)1« 142 \х—11рагах>0 
X XJ 


БІР) = РО) = 31х – 11рага х ad 


РА 


с) fé continua em p = 1 


` Seja f(x) = x3 + x. Prove que 


а) |f(x) - /(2)| <20 |x- 2 | para 0 <x <3 
b) fé contínua em 2 


25. 1 
Ргоуе дие Fl X) 


é contínua em 1. 


I 
dis 


26. 


. Prove que Fl Y ) 


P — é contínua em todo p > 0. 
Y p 
Хх 


27. Sejam f(x) = x3 e p #0. 


а) Verifique que | х3 — p? | 57р | x p | para «2|р| 


х 


b) Conclua de (a) que fé continua em p 


3.3. DEFINIÇÃO DE LIMITE 


Sejam fuma função e р um ponto do domínio de fou extremidade de um dos 
intervalos que compõem o domínio de f (veja o final da Seção 3.1). 
Consideremos as situações a seguir: 


Na situação (a), f nào está definida em p, mas existe L que satisfaz a propriedade: 


para todo € > 0 dado, existe 5 > 0 tal que, para todo x € Ds, 


p-8<x<p+8x+p=L-e<f(M<L+e. 


Na situação (b), f está definida em p, mas não é contínua em p, entretanto 
existe L satisfazendo (T); observe que neste caso a restrição x + p é essencial. Na 
situação (c), fé contínua em p, assim L = f (p) satisfaz ©). Finalmente, na situação 
(d), nào existe L satisfazendo (1) em p. 

A propriedade (1) é equivalente a 


para todo € > 0 dado, existe ó > 0 tal que, para todo x е Df 


0«|x-p|«à-»|fG) - L|«€. 


Observe que 0<|x - p] «д @p-—ó<x<p+ ó,xzp. 

Vamos provar a seguir que existe no máximo um nümero Z satisfazendo a 
propriedade acima. De fato, suponhamos que Lj е 12 satisfaçam, em p, а 
propriedade acima; então, para todo € > 0 dado, existem dj > 0 e д2 > 0 tais que 


0<|х-р|<ді-|Ға)-1|<6 


0<|х-р|<9-|/а)-12|<6; 
tomando-se д = mín 101,62) 
0<|х-р|<д-|/(-11|<ее|/(х)-12|<е. 


Das hipóteses sobre р e sobre o domínio de f; segue que existe хо € Dycom 0 
< | x0- p |< ĝ; temos: 


IA = 42 [= |4 =f(x0) +f(x0) — 22 | <| L1 7 f(9) 1+ 1700) — La |. 
Assim, para todo е > 0, 


| - 12| «2€. 


Logo, L1 = 12. 


De acordo com a definigáo que daremos a seguir, o único número L (caso 
exista) satisfazendo (1) é o limite de f (x), para x tendendo a р 


lim f(x) = L. 

хәр 
Definição. Sejam / uma função e p um ponto do domínio de / ou 
extremidade de um dos intervalos que compõem о dominio de f. Dizemos 


que f tem limite L, em p, se, para todo € > 0 dado, existir um д > 0 tal que, 
para todo x € Dg 


0«|x-p|«ó- |f() - |<. 
Tal nümero 1, que quando existe 6 йпісо, será indicado рог 
lim f(x). 
х—› р 


Assim 


lim f()2Le 
хәр 


[ve>0,38>0 tal que, para todo x е Df 
1 { 


0«Їх-р1«6-1/(х)-11«є 


lim f(x)= L lim f(x)= L(L + f(p)) 
x> p x>p 


lim /(х)- f(p) f nào tem limite 
xp emp 


Observacóes. 


1. Suponhamos f definida em p. Comparando as definigóes de limite e 
continuidade, resulta 


fcontínua em p = lim /(х)- f(p). 
xp 


2. O limite de fem p nào depende do valor (caso festeja definida em p) que / 
assume em p, mas sim dos valores que f assume nos pontos próximos de p. 
Quando estivermos interessados no limite de / ет p, basta olharmos para os 
valores que f'assume num “pequeno” intervalo aberto contendo p; o conceito de 
limite é um conceito local. 


3. Sejam fe g duas funções. Se existir r > 0 tal que f(x) = g (x) parap— r<x < p 


lm p). 2; ШИП. JOE) 
x— p x— p 

também existirá e 

lim f(x)= lim g(x). (Por quë?) 


x— p x— p 


+ хр, ese 


EXEMPLO 1. Calcule | um k (k constante). 
xp 
Solução 
lim f(x) 
хәр 


constante f(x) = k. Como fé contínua em todo p real 


lim k= lim f(x)= f(p)= k 


хәр х-эр 


O que queremos aqui 6 * no qual fé a fungáo 


isto é, 


lim k= k 


x— p 


(O limite de uma constante é a própria constante.) m 


EXEMPLO 2. Calcule lim (3x = 2). 
x>2 
Solução 


f(x) = 3x — 2 é uma função afim, logo, contínua em todo p real, em particular 
em p= 2; assim 


lim (3x — 2) = f(2) = 4. 


x>2 Bl 
2 

EXEMPLO 3. Calcule lim 
al Ж] 


Solução 


x* — 1 


= o + | raro а(х) = х + 1 é contínua em 1, 


logo Іш. (х T 1) = 2(1) = 2 
x1 
x? ЧЭ 
- = g(x) para x = 1 

х—1 


segue da observagáo 3, que 


"E x : 
lim ----- lim (х+1)=2 
х-1 Х— xl 
(2 € o valor que К Х) = Б hi deveria ter em 1 para ser 
| 1 
contínua neste ponto.) m 
EXEMPLO 4. Calcule 
2-1 +1 
— sex 
lim f(x) em que f(x) 24 х-1 
x1 
3 sex = 1. 


Solucáo 


N 


go | 
dd ioo = Х | = X + П" 
Х- 


lim Р(х) lim = lim (x - 1) 22- ғ) 


x1 x31 X— xl 
(Observe que / (1) - 3.) Pelo fato de lim Í ( X ) * FC 1) 
хә 


segue que fnão ё continua em 1. ш 


м X (n>1 


EXEMPLO 5. As funções dadas por f(x) = x” e g ( х) = h 
ol- 
natural) são continuas. (Verifique.) Assim 


lim x” = p”, para todo p real, 
x>p 


niy = ni 
N X T Ч р. para todo р по domínio de 


lim 
xp 


g(x)= Nx * 


Provaremos, Segáo que se 
lim f (x)= Li e lim” 2(х)= Lo, 

x>p rp 

entáo 

а) lim [f(x) + (| 2 Li + L5; = lim f(x)+ lim g(x). 
хәр хәр хәр 


(O limite de uma soma е igual а soma dos limites das parcelas.) 
b) lim kf(x)=kL,=k lim f (x)(k constante). 


хәр хәр 


c) lim f(x)g(x)- Lj: L = lim f(x) lim g(x). 


хәр хәр хәр 


(O limite de um produto 6 igual ao produto dos limites dos fatores.) 


170). , desde que [2 = 0. 


d) lim 


x>p g(x) = 


Por enquanto, vamos admitir tais propriedades e usá-las. 


EXEMPLO 6. Calcule lim (5x ын 8) 
х 2 


lim 5x? + lim (—8) 
x2 x2 

=5 lim x + lim —8 
x2 x2 
5-2-8-32 


Solução 
8) = 


lim (5x? — 
x2 


Assim, 
— 8) = 32. 


lim (5x? 
x>2 
E Е 


EXEMPLO 7. Calcule lim T 
x33 х-3 

Solução 
0, а propriedade (d) náo se 


Como lim (x = 3) 
х-э3 


aplica. 


E 1 
--- - - — = — — para x + 3 
X19 (x —43)(4x +43) ~x 43 P 


4x — 43 ух —43 
X 


Deixamos a seu 21, b por indução finita, que se 


lim f¡(x)= 


хәр 
lim P eye dà, «ss lim f(x) = La, 
xp хәр 


lim (10) + Љо) + ... + f, Q9] = LI + Lo + ... L, 


хәр 
dim [fi (x) fx Q9 ... f, Q9] = Lilo... 
хәр 


para todo natural n > 2. 


E —2x-1 
EXEMPLO 8. Calcule li im ————— 
x51 х3 + 3х2 +1 
Solução 


Como 


lim [42 +1]=0e lim pó + 3⁄2 + 1] = 5 #0, 


хәр x51 
pela propriedade (d), 
4-2x+1 0 
2 х 2х 
lim AO a 0 Г] 
ia Fa F 5 


хі +1 
EXEMPLO 9. Calcule lim A A Жасы. се 
x5-1 x? + 4х+ 3 


Solução 


А 2 
lim ix^ + 4х + 3 ) = 0, logo а propriedade 
go a prop 
х-»-1 
(d) nào se aplica. Como —1 é raiz de х3 + ledex? dx + 3, estes polinómios sáo 
divisíveis por x + 1: 


х3+1=(х+1)(х2—х+1)ех2+4х+3=(х+1)(х + 3). 


Assim 


3 2 
š x”>+1 : X“ — x +] 
lim —— = lim — í— 
хә—1Х°+4х+3 х--1 
х2—5+1 3 2 
| Observe: lim ЖІ 3.4, ltal que- Em 341 pan 
` х--1 x+3 2 ЕРТЕ 4d 23 
T х?-х+1_3 
—2<х<0,х * — 1; pela observação 3, Jim 1 иж ЇГ de 
ATA qucd жұз 2 


ЭС 
EXEMPLO 10. Calcule lim N x N 
x2 х-2 


Solução 


х — 2 = xy — @/2)3 = dx — 32) x? +V2x + 4/4) 
Assim 
Ax — 42 1 
=з у para x + 2 
х—2 \х t N2x + 3/4 
Segue 
Vx —Y2 1 1 
шп = lim >= " 
152 x-2 кэ? 4х2 +42х +44 3\4 


O próximo exemplo mostra-nos que soma, produto e quociente de funções 
contínuas sáo contínuas. 


EXEMPLO 11. Sejam f, g contínuas em p е k uma constante. Então f+ g, k fe f ` 


g são contínuas em p; —— também será contínua em p, desde que g (p) Z0. 


8 


lim оо = Кр) e “нт g(x) = 2 (p). 
x>p х-эр 


Segue das propriedades (а), (b) е (с) dos limites que 
lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + im, g (x) = (р) + g (p). 
x р х-эр х 

lim kf(x) = k E ғо) = TUN 

хәр 
е 
lim р(х) е (х) = lim f( 2, ні E (x) = f (p) g (р); 
хәр хәр 
logo, f+ g, k fe f: g são contínuas em p. 

Sendo g (p) #0 


lim 10) = JO) 
хәр 8 (Х) gp 


logo —— é também contínua em р. ш 
8 


Deixamos a seu cargo verificar que se f], №, ..., fj; (n > 2 natural) forem 


contínuas em p, então f] + f +... ^ fa e fa 12:43 * ..., fy também o serão. 
EXEMPLO 12. Toda fungáo polinomial 6 contínua. 
Solucáo 


Sendo fuma função polinomial, existem n € Ме números reais ар, 4],...,dy 
tais que 


Го) = арх” + ар"! 


+... жар 1х + ар 
assim fé soma de funções contínuas, logo fé contínua. ш 


EXEMPLO 13. 1 f dada por 
f(x) = 3x° — ч х? + \/2х+ 43 * 


contínua, pois se trata de uma função polinomial. (Lembre-se: dizer que fé uma 
função contínua equivale a dizer que / é continua em todos os pontos de seu 
domínio.) m 


EXEMPLO 14. Toda função racional é contínua. 


Solução 


~ ж : — ©) д д 
Sendo / uma fungáo racional, = — „еш que ge Л são funções 


polinomiais. Assim, fé contínua em todo p que não anula o denominador, isto €, f 
é contínua. ш 


3x) + 6х +1 


EXEMPLO 15. ЖІ X ) = é contínua em 
| х2-3 
ныг #143. 


Solução 


fé uma função racional, assim fé contínua em todo p de seu dominio, isto €, f 


é contínua em todo Р = +43 S = 


EXEMPLO 16. Prove que 

lim f(x) ^0 <> lim І/(х)і- 0. 
х-эр х-эр 
Solucáo 


lim f(x) 20 => 


хәр 


Ve>0,38>0 tal ше Vx € D; 
O<lx— pl<ô=>If(x)— 0 < e 


УЕ> 0, 36> 0 tal que Vx € Df 
O0cIx—-pl«óllf(x)—-0l«e 


€» lim If(x)I 7 0. 
xp Г] 


EXEMPLO 17. Prove que 


lim f(x) Le Im Бір + h) = L. 


х-эр 


Solução 
Suponhamos lim К X ) s B au dado € > 0 existe ó > 
x— p 
0 tal que 


0<|х-р|<4-|/(х)-Ц<е 


daí 
O<|h|<6=0<|(pth-p|<ô=|fp+h-L|<e, 
ou seja, 
0<|л|<ё= |f(p*h)-L|«e. 
Assim 


lim f(p + h)= L. 
h— 0 


Verifique vocé a recíproca. ш 


EXEMPLO =r do sinal.) Suponha que 
lim fi ( х) = 


x— p 


Жы; que existe ó > O tal que, V x € Df 


р-8<х<р+б,х #р = /(х) > 0. 
Solução 
Sendo lim Fx) = L, para todo € > 0 dado existe д > 0 
хәр 
tal que, V x єр; 
Pp Ó<x<p+0,xHp>L-€<f(1)<L+€. 
Para € = L, existe ó > 0 tal que, Vx € Df 
p-ó«x«p*ó,xeép?L-L«f(x) «L^ r 
ou seja, 


р-д<х<р+д, хр > f(x) > 0. 


Exercícios 3.3 


Calcule e justifique. 


a) lim x? b) lim (3x + 1) 
х-2 x21 
c) lim (4x +1) d) lim 5 
х-»-2 х- 10 
e) lim 50 f) lim (~x? -2x +3) 
x-9 x-1 
g) lim Ух һ) lim Vx 
x34 1>-3 
" 2 — 
i) lim 45 j) lim 
x>-8 x23 x—3 
2 2 
2- 2—9 
1) lim т) lim 
x23 x+3 1>-1 Х-3 
2431-1 NETTES 
n) lim ———— 0) lim 
X 231 x31 х—1 
9x? -1 lx — 43 
p) lim ———— q) lim EUR, 
q xd хәз x-3 
3/ 3! 
jx —3 -4/2 
г) lim NAAA s) lim 5 
хәз x-3 x32 Х-2 
20 x143x-1 : x -1 
1) lim 5 u) lim === 
x20 xº+2 х-1 2143 —N5 


Determine L para que a fungáo dada seja contínua no ponto dado. 
Justifique. 


х3-8 


a) f(x) ^ 4 x -2 ridi em p —2 
L sex=2 
ух = | 
b) ГО) 54. 1-3 алаг епр-3 
1, se х=3 
4x = 45 
—U x*5 
©) f= Jrs do 5777 emp-5 
| 1. se x=5 
(ЖЕК. 
^ a ar. 
a J—— 5ехғ-і | 
70051 х+1 : 
2 sex-—-l 


contínua em —1? E em 0? Por quê? 


4 H " + с.б, 3 . 
Calcule [im fG + h) — fo) : Л) ft x) 


һ->0 һ 


sendo f dada 


por 
9 fe) = х2 

b) f(x) = 2x2 + x 
с) f(x) = 5 


Л fe)-23x*1 


5. Саісше. 


34,2 
T é xx 
а) lim — b) lim 377 
x-1x*—l x20 37 Ex + x 
TT + = 
c) lim (x^ +3xh) d) lim. —— 
h=0 h=>0 h 
e) lim f) lim 
x>3 X +9 хәр 
2) lim h) lim 
хәр x22 


2-1 


i) lim —— j) lim 
x21x* + 3k = # x27 y 
di pô 
" E dien di " 
1) lim Р т) lim 
хәр Х-р хэр х-р 
Mp ` x - шр 
п) lim Р_ (п> 0 natural) 0) lim EP 
хәр хэр х-р 


)- 1 
р) lim q) lim LOAD ас f)== 
x22 х-2 хәр х-р x 
x)- 1 x+h) f(x 
D lim 20950) qae р(х) = 1. уа ЖӘ. у(х) =x2-3x 
х-эр Ep ын h50 h 


6. Prove que existe д > 0 tal que 


LEE ETE ОТТЕ ГУ! 


7. Prove que existe д > 0 tal que 


1 
шада а аа s 


8. Sejam fe g definidas em @ com g (x) # 0 para todo х. Suponha que 
| f(x) 
lim > 0. Prove que existe ó > 0 tal que 


xp 8(Х) 


0<|х-р|<бж |/(х)|<|е(х)|. 


| 
= 


9. ит f(x) — L. 


Suponha que 


xp 


ае В tais que, para todo x € Df 


Prove que existem r > 0, 


0<|x=p|<r>a<f() <P. 
Interprete graficamente. 


10. 1 164 -- 
Suponha que lim Т ( X ) L. Prove que existem r> 0 e 
xp 
М > 0 tais que, para todo x € Dg 


0<|х-р|<ғ-|/(х)| SM. 


11. Prove: 
lim f(x) 2L © lim [f(x) - L] = 0 
х-> р xX- P 

12. Prove: 
lim f(x) =L = Ша If(x)— LI =0. 
xp xp 

13. Prove: A 
lim AUT. 0 => lim E — 0. 
хэрХ-р х-эр Ix — pl 


14. Tm que existe с 
lim f(x)= 
х-эр 


Prove que 1.20. 


(Sugestáo: Suponha L< 0 e use a conservagáo do sinal.) 


15. Suponha f contínua em R e f(x) > 0 para todo x racional. Prove que f (x) 
> 0 para todo х. 


3.4. LIMITES LATERAIS 


Sejam fuma fungáo, p um número real e suponhamos que existe 5 tal que |р, 


b[ C Df Definimos: 


lim f(x) © 


хә pt 


V e> 0, 35 > 0 tal que 
Рр<х<р%б6-1/о)- И<Е. 


O número L, quando existe, denomina-se limite lateral à direita de f. em p. 


7 


Quando х tende а р, pela direita, f (х) tende a 
L: lim f(x)= L 
x— p 
Suponhamos, agora, que exista um real a tal que Ja, p[ С Df Definimos 


2110 


bm л айлаас р-6<х<р- /(х-іІ1<е 


хәр 


O número L, quando existe, denomina-se limite lateral à esquerda de f, em p. 


Quando x tende a р, pela esquerda, f (x) tende a Е 
іт f(x) 
хә p— 
É uma consequéncia imediata das definigóes de limite e de limites laterais 
lim 9 (x) = 1, e se, para algum r > 0, f (x) = g (x) 
хәр 


em ]p, p + r[, entáo 


lim f(x)= lim g(x) 2L. , 


que se 


хэр? хәр 
ocorrer f(x) = g (x) em ]p — г, p[, então 
lim /(х)- lim g(x)=L. 
хәр хәр 
EXEMPLO 1. Calcule 
3 j _fx? sex«l 
„иш Үйде m f(x), sendo f(x) = 5 5241 


Solução 


c 1 . . 2 
lim f(x) = lim 2x =2e lim f(x)= lim x^ = 1. 
x—1* xl xl x31 п 


| Ixl co ul 
EXEMPLO 2. Calcule lim — e lim —. 


x-90* X 07 X 
Solucáo 
Ixl 1 вех>”0 
x =] se x « 0. 


š 1х1 А : : 
lim — = lim 15-16 lim — = lim -1=-1. п 
x>0 Х x>0 x30 x x20 


Teorema. Sejam f uma função, p um número real e suponhamos que 
existam a e b tais que Ja, p[ e |р, b[ estejam contidos em Df Entáo, 


lim f(x) =L © 


хәр 


lim f(x)= lim /(х=1. 


хэр? хэр" 


| f admite limites laterais à direita e à esquerda em p 
e 


Demonstração. Deixamos para o leitor. ш 


Observações 
t. im f(e Ші, f(X) <... 
x> pt xp 
forem diferentes, entào lim ГА X " existirá. 
P > Р 


2. Se existirem a e b tais que Ja, p[ e |р, b[ estejam contidos em Dre se, em p, 
lim f(x) 


хәр 


um dos limites laterais náo existir, entáo náo existirá. 


- Se existirem reais r > 0 e b tais que |р, b[ С Dye Jp — r, pl N Df= о, então 
lim f(x) тэ lim, Fl X). desde que o 
xp хәр 
limite lateral à direita exista. Se ocorrer ]5, p[ С Dre Le+rn Бу= ГА 
entáo lim F х) = lim E Hn X ), desde que o 
хәр xp 
limite lateral à esquerda exista. 


Ixl 


EXEMPLO3. [IM 


existe? Por qué? 


x0 x 
Solucáo 
: 1х1 1 : lx] : 
lim —= lim 1=1 e lim — = lim -1=-1. 
x50 x х-0 x20 x x20 


2 ЕЯ . 
cw Jim — = lim, sm «е 
] cU X х э 07 
| xl 
lim 
x20 x 


Exercicios 3.4 


nüoexiste. ш 


1. Calcule, caso exista. Se nào existir, justifique. 


Ix — 1 жесін! 


a) lim b) lim 
xr x-l at х—1 
х) — fü T 
c) lim 10)-10) етше /(х) = 2 l 
x> x-l x«l 
г 12:11 
d) lim Nx e) lim À 
x>0 x21 x—1 
o OO РО) _fx+1se x=>1 
HEC xp том» ше 
2x t1 х= И 
2) lim EE h) lim — 
x2 p=] x23 х-і 
aj Т) 70) х2 se х=] 
1 EN x)- 
Ош. = emque f(x) ie ud 
5 x dexa 
< a (х) — g(2) afya 
Dim Em emque g(x) = 4 x” senec 
D — р(? 
1) lim 8G) O) sendo 2 a função do item (/) 
х-2 x-2 


g(x) — g(2) 


т) lim 


х-э2 1--2 
item (7) 


em que g é a fungáo do 


2. Aafirmagáo 


“tlm f(x)^ lim f(x) => f 
xp xp 


conínua em p" é falsa ou verdadeira? Justifique. 


: х2-3х-42 


Dada a fungáo f х) = ' verifique 
: . X — 
que lim f(x) = lim A X). Pergunta-se: 
х1 x— 17 


fé contínua em 1? Рог quê? 


4. Dé exemplo de uma função definida em R, que nào seja contínua em 2, 


юзе lim /(ху- lim f(x). 
x2* > 
5. Suponha que exista r > 0 tal que f(x) > 0 para p < x < p + r. Prove que 
lim /0)20 
x p 


desde que o limite exista. 


6. Sejam fuma função definida num intervalo aberto / e p € 1. Suponha 
que f (x) < f (p para todo x е |І Prove que 


lim Јо) р) 


х р x—p 


exista. 


= 0 desde que o limite 


TO) = AD) 


(Sugestão: estude os sinais de lim de 
xp x— p 
: f(x) — КР) 
xp х= р 


3.5. LIMITE DE ЕОМС̧АО COMPOSTA 


Sejam fe g duas funções tais que Imf C Dg, em que Imfé a imagem de f, 
ou seja, Imf= (f(x) |х € Df. Nosso objetivo é estudar o limite 


lim g( f(x)). 


xp 


Supondo que lim f ( X ) -а 6 razoável esperar que 
x>p 


и 
— 


@ lim g(f(x))= lim g(u) 


хәр ua 


desde que lim g( u ) exista (observe: и = f (x); u а para x кр). 
ua 


Veremos que @) se verifica se g for contínua em a ou se g nào estiver definida 
em а. Veremos, ainda, que se е estiver definida em a, mas nào for contínua em a 


( lim 8 (и ) = 8 ( а ) Jo se verificará desde que ocorra / 
usa 


(x) #а para x próximo de р. Os casos que interessarão ao curso são aqueles em 
que g ou é contínua em a ou não está definida em a. O quadro que apresentamos 
a seguir mostra como iremos trabalhar com o limite de função composta no 
cálculo de limites. 


- P ИРЕТ 
lim F(x)= ? 
x— p 
Suponhamos que existam funções g (u) e u = f (x), no qual g ou é contínua 
em а ой nào está definida em а, tais que 


Е (x) = g (и) ет que и = f(x), x € Df, lim f(x) = a (и a para x > p) 
х-р 


e que lim 8 (и ) exista. Entáo 
ноа 


lim F(x)= lim g(u) 


хәр ua 


Vamos antecipar alguns exemplos e deixar para o final da segáo а 
demonstração da validade de Ф). 


E, PEL 
3 [x° —1 
EXEMPLO 1. Calcule lim | 1 
x1 \ x-—1 
Solução 
|х? = - x?-1 


| = Ju em que u= 
Vd x =] 


„25—151, 


= 2 е g(u) = yu é contínua em 2. 


š x 1 8 ЯВ, f 
lim | = lim yu = 42. 
хә1\ x— u2 


. (3— х3) - 16 
EXEMPLO 2. Calcule lim 1 
x21 xo = 


Solução 


Façamos и = 3 — x3; assim 

2- x3)4 —16 и4-16 
Era EA com u=3-x3, xl. 
asi 2—u 


Para x > 1, u > 2. Então: 


(3— х3)4—16 .  u*—16 


lim lim 
хә1 ql u>2 2-и 
. (u— 2 Xu + 2)(u? + 4) 
= lim —— U 
.-2 2-и 
=- lim (u + 2)(u2 + 4) = —32. E 
и-2 


3x +2-1 
х +1 


EXEMPLO 3. Calcule li 
im 
x-l 
Solução 


Façamos || = = Yx+2 P n + EM “авіпх-и3-2. 


M 
Js F 2 ==] g ==] i 
Mt A us}, xl. 


х+1 u?—1 

20 3x*2-1 — -и-1 
lim ------- lit з a 
х--і x+1 ul 4? — 1 


: u=1 
іт--------- 
и-1(и-І1)(и4--и--1) 


нт! 
3 
Assim, 
3/x + 2 = 
ju 227322 п 
хә—1 +1 3 


lim f(x)= L, .2 


EXEMPLO 4. Se 
x— p 


lim [f(x)? = É, 
q» Р 
Solução 


Como A (и) = Pe contínua (veja Exemplo 7-3.2) 


lim [ГОР = lim и2- 12. ii 
хәр uL 
EXEMPLO 5. Suponha g (x) # 0, para todo x € Dg, L #0 e 
lim g(x) = L. Prove que 
хәр 

1 1 

lim =—. 
х-эр gx) 1 
Solucáo 


1 1 
= — em que и = g (х), x € D.. 
g(x) it i 


Como h (u) == — é contínua em todo и + O (veja Exercício 2-3.2), 


и 


segue-se que 
| 1 А 1 1 

lim = lim ~= —. 
xp g(X) u Lu |І, 


Observacáo. Se lim 8 (х) = E. # 0, pela conservação do 
xp 


sinal, existe r > 0 tal que 


g(x)+0para0<|x=p|<r,x € Dg. 


Como o conceito de limite é um conceito local, segue-se que a hipótese g (x) 
#0 que aparece no Exemplo 5 é dispensável. Assim, 


1 
lim g(x) 2L L*0- lim =—. " 
хәр хәр 8(х) L 


Vamos, agora, demonstrar (1) no caso em дие g 6 contínua em а. 


Teorema 1. Sejam f e g duas funções tais que Imf C Do. Se 


lim f(x) =a 


8 


contínua em а, entáo, 


Х- р 
lim g(f(x)= lim (и). 
хәр ua 
Demonstragáo 
Sendo g contínua em a, lim 8 (u) = 8 (a). 


uda 


Precisamos provar que, para todo € > 0 dado, existe ó > 0 tal que 
0«|x-p|«xó-g(a)-e«g(f(x) < g(a) +E. 


Como g 6 contínua em a, dado € > 0, existe дү > 0 tal que 


Ө) a —8, <и<а+ бү = gla) — € < g(u) < gla) + e. 
Como lim 7 (х) = ыо > 0 acima existe ó > 0 tal 
х-эр 
чче 
O 0<Іх-рі<ӛ-а-5,</(х)<а% б). 


De Q e O) segue-se que 


0<|х-р|<б=(ау-©<&(/(х))<в(а)+©. m 


Observacáo. O teorema acima conta-nos que, se g for contínua em a е 


lim f(x) = 


PER p | entáo 
lim 2 F 00) = g (а) = g( lim f(x), 
xp xp 


о que nos mostra que os und m е 8 podem ser permutados 


lim g FO 


х-эр 
lim gf (x)) = g( lim f (x)). 
хәр хәр 


O próximo exemplo nos diz que composta de funcóes contínuas 6 contínua. 


EXEMPLO 6. Sejam fe g tais que Imf C Dg. Se ffor contínua em p e g contínua 
em /(р), então a composta л (x) = g (f(x)) será contínua em p. 


Solucáo 
lim 2 (f(x) = g( lim f ()) = g (f (p)): 
xp xp 


logo, h (x) = g (f (x)) é contínua em p. ш 


Teorema 2. Sejam f e g duas funções tais que Imf C Dg, 


lim f (x) 


xp 


lim g (и) = 
uda 


Nestas lim se existir um r> O tal que f(x) Za para 0 < | x — p | < r, 


entào lim 8 (f( X 13:44 е 


хәр 


lim g(f(x) = lim z(u). 


хәр ua 
Demonstração 
Como lim É (u) = Bus: > 0, existe 9] > 0 tal que 
xd 
(0) O<lu-—al<à = 16 (и) — 11< є. 
Сото lim f ) = a. para о д] > 0 acima existe д2 > 0 
X> Р 
tal que 
@ 0<1х—р1< бу = If(x) — al < ô. 


Tomando-se ó = mín {82, г}, segue de (2) e da hipótese 
(9 0<іх-рі<6-0<І1/0)-а1<б). 
De (D e Q resulta 


0«|x-p|«à7* |800) - L| « €. 


Assim, 
lim 2(f(x) L^ lim е (и). = 
хәр uoa 


Observação. Se g não estiver definida em a, segue-se da hipótese Imf С Ро, que 
f(x) а para todo x € Df Assim, neste caso, a condigáo "existe r > 0 tal que / 
(х) £a para 0 < | x = p | < r” é dispensável. Entretanto, se g estiver definida em a, 


mas nào for contínua em a, tal condigáo é indispensável como mostra o próximo 
exemplo. 


EXEMPLO 7. Sejam Ге g definidas em R e dadas por f(x) = Те 


[и +1 seu fl 
g(4)=43 se u=] 


lim f(x)=le lim g(u) = 2. 
x>p ul 


Como g (f(x)) = 3 para todo x, segue que 


lim ge(f(x)) = lim g (и). 


хәр ul 


Este fato ocorre em virtude de não estar satisfeita a condição "existe r > 0 tal 
quefz(x)lpara0c|x-p|«r". m 


Exercícios 3.5 
1. Calcule 
1.3 12 
ix” +1 px 3.—2 
a) lim 3| x b) lim \ 5 
mm xd x21 жеге 
_ хж7-2 . M5-2 
c) lim ————— — d) lim = 
x1 x-l xl жее 
* (x) 
Seja f definida R. Suponha que lim До) = L Calcule 
x0 X 
| (3х) . 22 
a) lim b) lim 
x0 x x0 x 
se xt =D) | (7х) 
с) lim Fu d) lim / 
zc 21 x0 5X 


3. Seja f definida em R e seja p um real dado. Suponha que 


à 1X) — (p) 
lim Јо) — fü» 


хэр Х-р 
f(p + h) — Ир) 


= E Calcule 


fip + 3һ)— fip) 


a) lim b) lim 


һ-0 һ h=0 h 

„„ fip*hy- р = o fp-nh- fü» 

c) lim — —— d) lim ————— —— 
h>0 h h=0 h 


3.6. TEOREMADO CONFRONTO 


Teorema (do confronto). Sejam / 8, h trés funções e suponhamos que 
exista r > 0 tal que 


Јо) Sg (x) Sh (x) 


para 0 « | x — p| < ғ. Nestas condições, se 


lim f(x) = L lim А (x) 


X — p х > Р 
entáo 


lim 2(х)- L. 


хәр 


Demonstragáo. (Veja Segáo 3.9.) 


EXEMPLO 1. Seja fuma fungáo e suponha que para todo x 
Пло) | ах? 


и Calcule, caso exista, lim Т ( X ¡$ 
x0 


2) fé contínua em 0? Por quê? 
Solução 
D) |у(х)|<х? e -x2 <f) <х?. 
А ? . 2 
o» lim —x = 0= lim x 
x0 x20 


segue do teorema do confronto que 


lim f(x) = 0. 
x0 
5) Segue de (a) que f'será contínua em 0 se f(0) = 0. Pela hipótese, | f(x) | < 
х2 para todo х, logo, | /(0) | < 0 e, portanto, /(0) = 0. Assim, 


lim f(x) = 0 = f (0), 
x0 
ouseja,fé contínuaem 0. ш 


O próximo exemplo nos diz que se f tiver limite 0 em p e se g for limitada, 
entáo o produto / g terá limite 0 em p. 


EXEMPLO 2. Sejam fe g duas funções com mesmo domínio А tais que 
lim f(x) = 0 

хәр 
é um número real fixo. Prove que 
lim f (x)g (x) = 0. 


хәр 


e | g (x) | XM para todo x em 4, em que M > 0 


Solução 
170) g 6) 1= 170) 118609] SM|fG)] 
para todo x em 4. Daí, para todo x em А 


=М|/(х) | &fG) 8 (х) <М |0) |. 


"T lim f(x) = 


em p segue que 
lim Miftoi-0 | 
Р => Р 
Іші -М ШЕ? | - 0. Pelo teorema do confronto 
хәр 
lim f(x) g (x) = 0. a 
хәр 


EXEMPLO 3. Calcule lim x. g (X) em que 


Solução 
2 2 li ? 
lim © и — 0: сото um 9 (х) nào existe 
x20 x20 


(verifique) nào podemos aplicar a propriedade relativa a limite de um produto de 
funções. Entretanto, como g é limitada, (| g (x) | € 1 para todo x) e 


. a) 
lim x = 0. pelo exemplo anterior 
x0 


limitada 


25 g (х)) =0 
x0 M , 
0 


Exercicios 3.6 


ы 


6. 


Seja f uma função definida em R tal que para todo x š 1, 


o 1 
— 2 +3 = f(x) < ——. Calcule 


lim im (x) dx 


x1 
Seja f definida em R e tal que, para todo x, | f(x) - 3| <2 | x - l|. 


lim f(x) 


xl 


e justifique. 


Calcule e justifique. 


(x) 
Suponha que, para todo x, | g (x) | <a? Calcule lim DNA 


хәб X 


1 


a) Verifique que lim sen — náo existe. 
x>0 X 
b) | 1 
Calcule, caso exista, lim X sen — , Justifique.) 
x— 0 x 


Foo (О) 


Calcule, caso exista, lim —— enn que f É 
х 0 =D 


dada por 
2 сад эн аах 
[2 sen — sex +0 b) fG) 94 x sen— se x # 0 


x Е 


а) f(x) = 
lo sex=0 0 sex=0 


Sejam fe g duas funções definidas em R e tais que, para todo x, [g 091 
+[/(х)]®= 4. Calcule e justifique. 


a) lim x? g(x) b) lim feo 42 -9 
x>0 x23 


7. Sejaf definida em R e suponha que existe M > 0 tal que, para todo х, | f 
(х) Л) SM [x - p|. 


а) Mostre que fé contínua em p. 


» f(x) — КФ) 


Calcule, caso exista, li m 


хәр Х- р 


8. Sejam a, b, с reais fixos е suponha que, para todo x, | a+ bx + ex? <|x 
8. Prove que a=b=c=0. 
9. Prove: , B 
lim f(x) =L = lim If(x)l = LI. 
xp xp 
(Sugestão: verifique que | | f(x) | - | L| | <| f(x) — L| e aplique о 


teorema do confronto.) 
10. Aafirmação 
"lim IfQ)I=ILI> lim f(x)2L" 
xp xp 


é falsa ou verdadeira? Por qué? 


" lim | f(x)l 


“ре exemplo de uma fungáo f tal que 


x— p 


existe, 


,lim f(x) 


x— p 


([ ([ 
lim PLUME & lim ZU. 
һ-0 Л h—0 lhl 


ma não exista. 


12. Prove: 


0. 


3.7. CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Lembrando que sen (-х) = —sen x, segue da propriedade (5) da Seção 2.2, 
que existe r > 0 tal que, para todo x, com | x | < r, 
O IsenxI x Ixl. 


(Interprete geometricamente esta desigualdade.) 
Vamos, agora, utilizar (9 para mostrar que 


6) Isenx — senpl Ix — pl 


para | x — p | < 2r. Temos 


х-р x+p х-р х+р 
en x — sei = р cos =2Is cos 
Isen x — sen p | = 12 sen 7 Ss [= 2 sen 3 11со8 2 1. 
x+p 
“сов — P| 1, 
€ 
= Жо 
(8) | sen x — sen pl 2 Isen A, 
De (D segue que, para | x = p | < 2r. 
xp хэр 
© Isen <. 
De @ е @ resulta 
зепх — зепр| <|х-р| 
para | x - p | < 2r. 
Fica a seu cargo mostrar que 
(5) [соѕ х — cospl Ix— pl 


para | x - p | < 2r. 


Teorema. As funções sen e cos são contínuas. 


Demonstração 


Seja р um real qualquer. Por (2), 
|senx - ѕепр | <|х-р| 


lim (x — p) = 0 


х-эр 


рага |х-р | < 2ғ. Сото * segue, do 


teorema do confronto, que 
lim (sen x — sen p) = 0, 
хәр 
ou seja, 
lim sen x = sen p. 
хәр 


Logo, sen x é contínua em р. Сото р foi tomado de modo arbitrário, resulta que 
sen x é contínua em todo p real, isto é, sen x é uma fungáo contínua. Fica a seu 
cargo a demonstração da continuidade da função cos. m 

Deixamos a seu cargo provar, como exercício, que as funções tg, sec, сор e 


cosec são, também, contínuas. 
. sen Y 
O LIMITE FUNDAMENTAL li m = ата ей 
x20 X 


Pela propriedade (5) da Segáo 2.2 (veja justificacáo geométrica ao final da 
segáo) existe r 0 tal que 


3.8. 


O<senx<x<tgx 
para 0 < x < r. Dividindo por sen x 
X 1 
po 2 oc 
sen X COS X 


e, portanto, para 0 < x < r, 


sen x 


cos x < ©]. 


Por outro lado, 
sen (—x 
гео 0«-r«rzcos(-x)« EC < (9 
=X 


Como cos 
веп(=х sen х 
(—х) = соѕ хе ызы ae IA, 
— x 


-r«x«0 cnp e EEG Eas 


Assim, para todo x, com 0 < | x | < r, 


sen x 


cos x < л, 


cm lim cosx 1 lim 1 
x— 0 x— 0 


teorema do confronto, 


% pelo 


Observe que, para módulo de x suficientemente pequeno, 


X 


l ou x = sen x. Interprete geometricamente. 


ll 


беп 3x 


EXEMPLO 1. Calcule lim 


x>0 X 


Solução 

. sen5x : зеп 5х : sen и 

lim —— = lim 5:----- lim 5—— = 5, 
x20 x x0 ЭХ и-0 и 

m 
u 

ou seja, 

¿ sen5x 

lim ——— = 5. a 
x>0 X 

i 1— cos x 
EXEMPLO 2. Calcule |111) ] 
x0 X 
Solução 
1 = cos x 1- cost x 1 sen^x 1 1 

lim 7 - 7 - lim 7 = 
х- 0 x^ х- 0 x^ l*cosx x20 хе l+cosx 2 
pois, 

.. sen^x Я 1 1 

lim z =le lim ------. п 
x30 x^ x>0l+cosx 2 


Justificação geométrica da propriedade (5) da Seção 2.2: 


sen x 
área А ОАР =. e área 
2 
NE 
A OA (4 = {анак „(Veja figura na página seguinte.) 
2 


Por uma regra de trés simples calculamos a área a do setor circular OAP: 


2лтай – área m 


хтай- área a 


X 
Portanto, área do setor circular OAP =—, 
2 


TT 
> 


sen x _ x — tg x 
2 2 2 


Assim, раға () < > q e 


(x é a medida em rad do arco AP), 


ou 


senx<x<tgx. 


Exercícios 3.8 


1. Calcule. 
а) lim b) lim 
x20 x х0 sen x 
.  sen3x А sen x 
c) lim d) lim 
x0 х хэтх- т 
2 2 
e) lim f) lim 
x>0 sen x x>0 tg x sen x 
. tg 3x .. 1-со8х 
8) lim 5 Л) lim — 
х->0 sen 4x x20 
"PS 1-веп x ЖЕУ 1 
i) lim — —— j) lim x sen — 
т 2х-т х-0 x 
хэ 
20 їр(х—р) . sen (x? = p?) 
1) lim DEP p*0 m) lim СТР) 
хэр м-р” хэр х= р 
2 1 1 
| sen (х E )—sen 5 . SLE 
n) lim —— —— — ——- о) lim — — —— 
x0 х х-0 X“ — sen x 
x x-tg x A sen тх 
р) lim кыса. ш д) lim 
1>0x+tgx x21 Х— 


2. a) Prove que existe r> 0 tal que 


sen x 
cos x —1« 


—1<0 
X 
para0<|x|<r. 


5) | x — sen x 
Саісше lim 9 


х->0 Ж 


3. Саїсше. 


sen x — sen p 


i cos x — cos p 
a) lim =A b) lim A, 
хэр х = р хэр х-р 

igx—tgp sec x — sec p 
c) lim SES E d) lim сз айс 
хәр Х-р хәр х-р 


3.9. PROPRIEDADES OPERATÓRIAS. DEMONSTRAÇÃO DO 
TEOREMA DO CONFRONTO 


Teorema. for uma constante, 
lim f( х) = Le lim g(x) = Ц, 
х -> р х <> р 
entáo 


a) lim [f GO + gG)] =L + L, = lim f(x) lim go). 


хәр хәр хәр 


b) lim kf(0)=kL=k lim f(x). 


хәр хәр 


c) lim fG)g() = LL, = lim f(x) lim g (x). 


хәр хәр хәр 


fx). 
хәр 8(Х) р 


d) lim = — desde ше 14 + 0. 


Demonstração 


а) |/(х) + е (х) = (L+L1)|<|f(x) - L| * | g (x) — Ly |. Da hipótese, dado € 
> 0, existe д > 0 tal que 


5193 — LI < 
О x= pi <ë = 
k. иж ман, 


F ЖҚА 


0<|x-p|<ô >| Fœ + 2 (0)] - (L+ Lp) |<. 
b) Se k= 0, kf (x) = О para todo x € Df logo 
lim kf) =0 =k lim fx). 
хәр хәр 


Se k £0, dado € > 0, existe д > 0 tal que 


€ 
ра ІН 
Ё 
daí 
0«|x-p|«à-» |у) kL| « €. 
c)fG)gQ)- т [f @) + g ©)? — (FO) — g (x) (verifique). 
lim [fG) + g COP = [lim (f(x) + g W)? = (L + Ly? (veja Exemplo 4-3.5) 
хр хәр 
lim 1709-8009) = lim F- g GP = (L — LY. 
хээр Жер 


Daí 


lim fœ) gQ) = i [L- A - (- Ly =LL,. 


хәр 


ау lim 409 im у): =: . 
хэр 20) хэр "m E d 
Demonstração. (Veja Exemplo 5 da Seção 3.5.) m 

Demonstragáo (do Teorema do Confronto). 
Como, por hipótese, 
lim f(x) = L2 lim A(X), всьо 


x>p хәр 


existem ó| > Ое д2 > 0 tais que 


O<|x-p|<d | >L-E<f(x)<L+E 


0<|х-р| < 92 >L-E<h(x)<L+€. 
Tomando-se д = mín (01, 02, rj vem: 
0<|х-р|<дӛ->1-е</(х)<в(х) <h (x) < L+; 


logo 
0<|х-р|<д->1-е<е(х)<1-е, 
ou seja, 


lim 2(х)- L. 


xp 


4 


EXTENSÓES DO CONCEITO DE LIMITE 


4.1. LIMITES NO INFINITO 
Nosso objetivo, nesta segáo, é dar um significado para os símbolos 
lim f(x)2L 
х ә +o 
(leia: limite de f(x), para x tendendo а mais infinito, é igual a L) e 
lim /(х=1. 


x>—0% 


Definição 1. Seja fuma função e suponhamos que exista a tal que Ja, +oo[ С 
Df Definimos 


|Ує> 0,38 > 0, com 8 > a, tal que 
lim f(x) = L = 


x>+0 


x > E L — e f(x) <L+e. 


Definição 2. Seja fuma função e suponhamos que exista a tal que ]J-00, a] С 
Df Definimos 


V e > 0, 36 > 0, com —ó < a, tal que 


Р) = L е 


x«-ó-2L-ec«f(xy«L-e. 


EXEMPLO 1. Calcule lin 
хә +00 X 


e justifique. 


Solução 

Quanto maior o valor de x, mais próximo de zero estará 
—: lim —=0. 

X x—+% X 


Justificação 
€ 


Dado € > 0 e tomando-se ó — 


1 
х>6->0<-<е 
X 


e, portanto, 


a es 
X 


Р 1 
шю lim — = 0. 
x— +e X 


y 


Deixamos para o leitor as demonstragóes dos seguintes teoremas: 


Teorema 1. Sejam f е g duas funções tais que Im f С Dg e 
lim /(х)-а 
x>+% 


a) Se g for contínua em a, entáo 


lim g(f(x)= lim (и). 


x= +020 ua 


» lim g(u) 


Se g nào estiver definida em a e se 


uda 


lim 2g(f(x) = lim (и). 


х — +020 ua 


existir, entáo 


Теогета 2. Seja k uma constante е  suponhamos que 
шп р(х) = Г : 
хә+= о. 
lim g(x) = Li. 
х => +0 
a) lim [f()+200)]=L+L;. 


х ә +0 
b) lim kfO)=k lim f(x) = Кі. 
х ә + х — o 
c) lim fx) g (x) = LL. 
L 


d) li DO = — desde que Lj = 0. 
: X Li 


Observamos que os teoremas acima continuam válidos se substituirmos *x — 
+оо” por “x — —oo", 


EXEMPLO2.Cakue [IM no qual n > 0 é um número 


хә +оо x" 
natural dado. 
Solução 
1 1\" 
lim --- lim (=) = lim и" = 0. 
хэ +оо x" X— +e \Х и- 0 


20 x -x* +1 
EXEMPLO 3. Calcule lim 
x— +e 2 х? + Xx + p 


bo 


Solução 


Vamos colocar em evidência a mais alta potência de x que ocorre no 
numerador e proceder da mesma forma no denominador. Deste modo, irão 


aparecer no denominador e numerador expressões do tipo que tendem a 


n 


X 


zero para x — +оо, о que poderá facilitar o cálculo do limite. 


5 

+ 
х5 +х4+1 f | х 
lim = lim 
х-ке 230 xl x+ Zl 


Exercicios 4.1 


1. Calcule. 


2х+3 


) lim — eee 
Ё x-9- 3x^ctx-cl 
i) lim х 


xote x? +3х +1 


1-2 
lx? +1 
n) lim 2 
x29 3x42 


p) lim a + Ya 
x>+0 


D lim [x— y? +1] 


x— + 
2. Sejam / е 
қ (x) 

lim / 
x—+% g(x) 


para todo x > а. Calcule, caso exista, 


a) Calcule 


lim 


х — +0 


4 -2x41 
A) Jim — 
x29 Ax! 3x 42 


2e 


x5-0 xt 2x3 


m) lim 
хә-® 17 =. +3 


I 33 +2x-1 
о) lim ET 
Nor) арг Бар 


1 3 
q) lim -~ 
x—+@ үх 


s) lim [yx+1 -4x*3] 
x>+0 


g definidas em [а + оГ е tais que 


=:0; 


lim g(x) -0е (х) +0 


x> +0 
lim f(x). 


x o 


x? -3x-1 


2x? — 6x +1 


b) Mostre que existe r 0 tal que 


1 


AAA 


4 


lim 


a) Calcule 


x>+0 x? + 


x? +3х—1 3 


<-- 


2х3 —6х+1 4 


х+3 


2x — 1 


b) Mostre que existe r > 0 tal que 


x+3 1 
ЕНЕ 2 


5. Sejam fe g definidas em (а, + [ e tais que f(x) 20 e g (x) > 0 para todo 
x Š a. Suponha que 
f(x) 


lim — E E шэн 0. Prove que 
x>o+00 р(х) 


existe r> 0, r > a, tal que para todo x > r 


x>r5 0 < 


1. - 3L 
еу Tx) — g (x): 
2 2 

ші g(x)=0 
| 2. Xato 

lim f(x) = 0. 
x —y 1:00 


Conclua daí que se * entào 


42. LIMITES INFINITOS 


Definição 1. Suponhamos que exista a tal que Ja, +=[ C Df Definimos 


M e > 0, 3 ô > 0, com ô > a, tal que 
(a) lim р(х) = +e e: 
х ә +оо | 


х>6-» f (xy > є. 


V e> 0, 3 ë > 0, com ô > a, tal que 


(b lim /(х)=—® > 
х +% | 


х>6б-»/(х)<-е. 


Definição 2. Sejam fuma função, p um número real е suponhamos que 
exista b tal que р, b[ C Df Definimos 


[Y €> 0,387 0, com p + ó < b, tal que 


lim f(x)= +0 © 
х-әр% | р<х<р%б- f(x)> e. 


Deixamos a seu cargo definir 
lim f(x) = —9, lim fO)=+0, lim f(x) ^, 
x х->-9 x>-0wo 
lim /(д- +90, lim р(х) = —%, lim f(x)- toe lim f(x)=-—o, 
хәр хәр хәр хәр 


| 


EXEMPLO 1. Calcule lim e justifique. 
r y tex 
Solugáo Š 
J 1 1 1 
ЖЕ == 0" 
2 10 100 1000 | 
1 RNA 8, 
= | 1 2 10 100 1000 — +e x ! 
х 
-—i = 
х x 


ë 1 
lim —=+® 
х- 0” x 


Justificação 


| 


Dado Є > 0 e tomando-se = — 


m 


0<x<ó=> ыза ы 
x 


Logo, 


lim — = +% 
yt X 


EXEMPLO 2. Calcule lim X e justifique. 
х — +% 


Solução 


Dado € > 0 e tomando-se ó = € 
x>5>x>£€. 


Logo, 
lim х=+%®, u 
x>+0 
Teorema 
lim f(x)=+% | lim [f (a) + g 0] = +оо 
х — +00 хә 00 
а) > 
lim g(x)=+% | lim f(x) g (x) = + 
х +0 хә +00 
lim f (x)= L, L real, lim Р(х) 5 (х) = +0 seL>0 
x— + х +00 
b) = 4 
lim g(1)=+0 lim f(x)g(x)2—9? seL<O 
x= +0 х — +00 
lim f (х) = —9 
x— +00 
с) 4 > dim f (х) (х) = 9% 
lim g (x) = +оо ха 
x> + 
lim f (x)= L, L real, 
х — + 
d) > Ши [f (x) + g (x)] = +% 
lim g (x) = o мандан 
X — + 
lim f (x) = L, L real, 
х + 
e) = lim [f (x) + g (x)] = —% 
lim g(x)=-w did 
X — o 


| lim f(x)=-—%@% lim |/(9952001--% 
х — +0 х — +0 
D т 
| lim g(x)= —% lim f (x) g (x) = +% 
х += [x +00 
lim f (x)= L, L real, lim f(x)g(x)2—* seL>0 
х — +0 х +o 
8) = 
| lim g(x)=-% | lim f(x)g(x)=+% seL<0. 
х-ке x > +00 


Demonstração. Para as demonstrações de (а) е (5), veja os Exemplos 13 e 14. 
As demonstrações dos demais itens ficam a cargo do leitor. m 


Observamos que o teorema anterior continua válido se substituirmos “x — 
+оо” por “x — —®” ou por “x — p+” ou por “x — p-" ou por “x — р”. 


Observação. O teorema anterior sugere-nos como operar com os símbolos +% е 
—00: +оо + (+оо) = +оо, —oo + (—со) = —oo, L + (+оо) = +œ se L> 0, - (+оо) = -œ 
se L< 0, L: (—eo) = — se L > 0, L (~œ) = +œ se L< 0, L + (+оо) = +œ зе L € 
R, L + (+0) = — se L E R, +оо · (+оо) = +оо, (—00) * (—00) = +œ e +оо · (—00) = 
—00. 


Indeterminações 


+оо — (+00), —00 — (00), 0-00, 2, D. 1% 


со 
EXEMPLOS3. Calcule lim x° °. 
х ә To 
Solucáo 
lim x22 lim x-x=+0, 
x>o+0. хә + ГЫ 


EXEMPLO 4. Cacue lim (3 
х — +00 


Solução 


х3+3х—1 
шп - : 
+ x +1 


EXEMPLO 5. Calcule 
х-әзе 2х^ 


Solução 
3 1 3 1 
3 3 
3 ЫН dn | 1-----т 
З аа 22% T “аз 
s ex lim = T- lim x x 3 — 
еда 2+L+2,| хэ+= 234.—.— e 
w. ¿ge x х= в 


| 


O próximo exemplo conta-nos que, se f(x) tende a zero para x — p» e se f (x) 


tende a + oo para x >p?. 


> 0, então 


f (x) 
EXEMPLO 6. Suponha que lim f ( х) = 0 e que existe ғ 
хәр 


> 0 tal que f(x) > 0 para p € x < p + r. Prove que 


Solução 
Pela hipótese, dado € > 0, existe ó > 0, com ó < r, tal que 


p«x«ptó20c«f(x)«-— 
€ 


1 
p<x<p+ó= — > є. 
f (x) 


Logo 

: 1 

lim = +оо, m 
х-эр" f (x) 


EXEMPLO7. Саке JIM 


хов" 27-34 


Solução 
х—1> 0 рагах > 1е lim (x — 1) = 0, logo 
x51 
қ 1 
Іші = +00, 
pal x 


Interprete graficamente. ш 


EXEMPLO 8. Calcule lim 
x31- x—1 


Solucáo 


lim (х-і)-0 


xl 


х-1< 0 рагах < |е * logo 


= —00, 


lim 
lo ml 


Interprete graficamente. ш 


EXEMPLO 9. Sejam f е g duas. funções tais que 
lim /(5)-1,1 50, lim g(x) =0 

x p* хәр 

e que existe r > 0 tal que g (x) £ 0 para p < x < р + r. Prove que, nestas 

condições, ou 
a š X š x 
lim = toou lim 209. - ou lim Јо) 


хэр} 80) хэр 8 (х) хэр} 8 (х) 
nào existe. 


Solução 


FU 


Basta provar que lim —————— não pode ser finito. Se tal 


хэр} g (x) 


limite fosse finito, teriamos 

a E X : 

lim /(х)- lim fe g(x)=0 
x— pt х-эр" 8(х) 


que é uma contradigáo. ш 


EXEMPLO 10. Calcule Jim 


= 
xo2t x^—4 


Solução 
lim (х2 + 3х) = 10е lim (х2 — 4) = 0. 
х 2+ х 2 


Pelo exemplo anterior, o limite proposto ou é +оо, ou ~œ ou não existe. 
Vejamos o que realmente acontece. Inicialmente, vamos separar o fator que é 
responsável pelo anulamento do denominador. 


х^ + 3x 5 
lim = +ое lim = —, 
x32* X7 1-521" ЖЛ 2 
resulta 
? 2 
x^ | 1 x“ +3x 5 
lim = = lim —— = +% -—=+% 
rapi em x2. Х-2 x2 
п 
3 
el 
EXEMPLO 11. Calcule lim шошгон a 
xo Ir x?-2x41. 
Solução 
Como 1 é raiz do numerador e denominador vamos, primeiro, simplificar. 
2 2 
x-1 (х-11514х41) х?+х+1 
x? -2x +1 (х = 1)? x-1 ` 
Entáo: 
х3 —1 
(x + x + 1) = +% : 3 = +оо 


л 
às x4-—2x-4-1 EST ЖЭ 


3 — 3x? 41 
EXEMPLO 12. Calcule 1 im —.O 


х->-» “ни +1 


Solução 


5 [i gl. dal 
E E ata — с аы жы 
e (1) um в 
EXEMPLO 13. : Suponha que 
lim f(x) = te lim g(x)- +2, 
х — +% х ә +00 
Ртоуе 
a) шп (f(x) + g (x)) = +. 
х — +0 
b) lim f(x)g(x)- +20, 
х — +00 
Solugáo 


1) Segue da hipótese que dado € > 0 existem dj > 0 e д2 > 0, tais que 


x > ó, = f (x) > а 


x > & = g (x) > >. 


Tomando-se д = тах{01, 02} 


! 
ы 


x > 0 = f (3) spp (x) > 5 + 


to | m 


ын, lim [/(х)+г(х)]= 
х — +оо 
>) Segue da hipótese que, dado € > 0, existe д > 0 tal que 
x> 58>f() >e ех > 8> 2 (х) > ve 
daí 
x> ó => f(x) g (x) > E, 

ou seja, 

lim fœ) 2 (х) = 

х — +9 


EXEMPLO 14. Suponha que lim f(x) x L, L, real, e 


А х —?Q +9 
lim g (х) = FOO. prove 


х — +020 

a) lim (х) (х) =+0seL>0. 
х — +0 

b) lim /(х)6 (х) = ->ве1, < 0. 
х — +0 


1) Segue da hipótese que, dado € > 0, existem dj > 0 e бу > 0 tais que 
L 2€ 
x> ёр = р(х) > еа L 


Tomando-se ó = тах{01, 02} 


x > ó = f(x) g (x) > €. 


lim — f(x) 


x — +0 
lim ¡FAN g (x) же” VUL d аре» 
х — +0 


0, existe д > 0 tal que 


Logo, 


^ш L > 0. Pelo item а), 


х>б=-/(х)в(х)>©. 


x> ó = Е) <-€ 


Exercicios 4.2 


Calcule. 


a) lim (4-32 
x>+0 


c) lim (384241) 


хә-® 


е) lim 


Prove que li m 
x>+0 


natural. 


Calcule. 


b) lim (5—4х+х^—х7) 
x>+0 

4) lim (2-39) 
x>+0 


m 
N A — 3-09, us quis > 0 é um 


а) lim b) lim 
х-эжо x3 х-ке 

c) lim 12х42 +3] d) lim (х= 3⁄3 +2) 
х ә +00 x— +e 

e) lim (x— 4x +3) D lim (x— RES +3) 
x— + x— +00 


2) lim сүх үх - 
х-ке x— + 


Calcule. 


m) lim 


INS 
li Зэ arsa П ет == 
Р) I DEBE 9) 308 JURA 
s) lim 
x50t x 
Dé exemplo de funções tais 4) 
lim Ро) = L. Lia? lim * eg) = 0 
x p* xp 


: (x) 
ma lim 
х-эр" 8 (х) 


náo existe. 


ре exemplo de funções 1. е tais que 
lim f(x) to, lim g (x) = +% 

x5 30 А х — co 

lim [f (x) — g (x)] = 0. 


“x +оо 


Dé exemplo de funções ГА е {а15 que 
lim f(x) = +оо, lim g (x) = = +00 
x>+0 х — +o 


: ТО) 
e lim —*l. 
x>o+0o g(x) 
Seja f(x) = ax? + bx? + сх + d, em que а > 0, b, c, d são reais dados. 


Prove que existem números reais x] e x2 tais que f(x1) < 0 e f(x2) > 0. 


Sejam f е g duas funções definidas em Ja, +оо[ tais que 
: (x) 
Ша ---- іоер(х)>0 
х-ке g(x) 
para todo x > a. Prove que existe r > 0 tal que para todo x > r, f (x) > g 


(x). 


SEQ UÉNCIA E LIMITE DE SEQ UÉNCIA 


Uma sequéncia ou sucessáo de números reais é uma fungáo n © ay, a valores 


reais, cujo domínio é um subconjunto de N. As sequências que vão interessar ao 
curso são aquelas cujo domínio contém um subconjunto do tipo (n е N| n >q} 
no qual q é um natural fixo; só consideraremos tais sequências. 


A notação ay (leia: a índice л) é usada para indicar o valor que a sequência 


assume no natural n. Diremos que a, é o termo geral da sequência. 


EXEMPLO 1. Seja a sequência de termo geral ay = 27, Temos 


ар= 20, aj =21,a9=22, m 


EXEMPLO 2. Seja a sequência de termo geral s, = 1+2 +3 +... + n. Temos 


51 = 1,52=1+2,53= 1+2 +3 etc. 


Ѕејат т < л dois naturais. O símbolo 


п 
2 6 k 
с=т 
(leia: somatória de az, para k variando de m até п) é usado para indicar a soma 


dos termos am, Am + 1, am + 2, --- ап: 


n 
У a=antamsit..t+a 


m т 
k=m 


EXEMPLO 3. 


5 
з= У Lat, 
k=1 k 2 
3 
"IET 
“БЕРЕ 2 3 


EXEMPLO 5. Considere a sequéncia de termo geral 
Sn — 3, ' pk ¿He t£ 1. Verifique que 
k=0 
1 шаа. 17 + 1 
МЕРТ 25522219 


= 


Solucdo 

0) „=1+г++..+ 71+, 
Multiplicando ambos os membros por t, vem 

Q STEFE kart APTT, 


Subtraindo membro a membro @ е @, obtemos 
з. (1=- = 1- +1! 


logo 


Observe que sy, é a soma dos termos da progressão geométrica 1, 1, 2, 8, 259 


Com 


Definição. Consideremos uma sequência de termo geral a, e seja a um 


número real. 


Definimos 


Para todo € > 0, existe um natural no tal que 
бі) lim а,-а<> 
n— +e n>n =a-e<a, <а+е. 


[Para todo € > 0, existe um natural no tal que 


(ii) lim а, = +% < 
ITA | n> пу = a, > €. 
[Para todo € > 0, existe um natural 0 tal que 
(1) lim а=-®> 
ы n> по > an <-е. 


Se lim аһ s А. diremos que a sequéncia de termo geral 
n — +% 


an converge para а ou, simplesmente, que ау converge para a e escrevemos а" 


^a. Se | im а, =" T со * diremos que a, diverge para +% 
п To . 
e escrevemos ар > +оо. Se | um аһ uc s со, diremos que 


п +% 


ап diverge para —oo. 


Observamos que as definições acima são exatamente as mesmas que demos 


quando tratamos com limite de uma função f(x), para x > oo; deste modo, tudo 
te 


aquilo que dissemos sobre os limites da forma lim у (х ) 
х э +% 


2п + 3 


aplica-se aqui. 


EXEMPLO 6. Calcule lim 
n>+w n+l 


Solução 


3 


2+-— 
"PEE 8. ЭТ 
lim ----- lim - 2. 
n4» п+1 n>+o 71 
п E 
EXEMPLO 7. Suponha que existe um natural л tal que ар > bj para todo n > n]. 
Prove que se lim b, "T т со, entáo 
: n To 
lim а, = +0, 
n — To 
Solucáo 
Como lim b, == + со, dado € > 0 existe um natural 
n ә +0 
1) tal que 


n>n > by > €. 
Tomando-se no = máx(n], n2} resulta 
n> по > 4 2bp > € 


logo 


lim a, = cto. m 
п ә +% 


EXEMPLO 8. Suponha а > 1. Mostre que 
. п 
lim а = “>. 
n—>+0 
Solução 


a=1+h,h> 0. Pela fórmula do binômio de Newton 


m n n),2 nis 
(1+ h) -i«(1)n* (5) EM 


daí 


(1+ h'> 1 + [1)hparan > lj 


ou seja, 


ар>21+ пл рагап > 1. 
Сото h> 0, шп (1 чк nh) = 00], 


п —Ə +% 


lim а= +0 (а>1). " 
no 


° Hn 
EXEMPLO 9. Supondo 0 < b < 1, calcule lim b . 


n — to 
Solução 
Inicialmente, observamos que se lim Sa = +0, 
n +% 
entáo lim — = O verifique). 


n= +% Sn 


De 0< b < 1, segue que — pe ] eno 


lim Б = lim 


п +0 cr 


1 п 
pois, lim | — | = -- ОО (Exemplo 8). m 


n ә +% 


2" +1 


EXEMPLO 10. Calcule Jim 


п To Э” +2` 


Solução 
1 
2n + 1 п 1 + 2n 
um = im B 
n>+03+2 n5+013 142 
3" 
А 2 2 
роіѕ um. Bl -OBxemplo9).. um ЕЗЕТ m за? 


n 
EXEMPLO 11. Calcule lim ME | 1 


2) 


n>+0 k=0 


Solucáo 


п B 1 1\? py 
PAD eee +. + (5) 


(veja Exemplo 5). 


á 1 
Сото lim EE 
пә +®\ 2 


1 n+l 
n 1 [4 i-(2] 
lim X (5) = lim —————— 
n5+o k=012 nto p- À 
2 
A igualdade 
n | К 
lim à |- 
n=+% k=0\2 
é usualmente escrita na forma 
TE PE E E 
22 2" 


Exercicios 4.3 


1. Calcule. 


2п – 3 А 5 
b) lim (17-43) 


a) lim 
пә+®= nl п +0 
ntl 2 
c) lim d) lim Et 
пә+= n n+% 2” +n—1 
А сал А 2 ӨР 
е) lim +2 D lim |—+ (=) 
n>+0 п n5+e| п 5 
k 
: 14-57 ә п 
g) lim h) lm X (5) 
n>+0 243" n>+0k=013 


п 
i lim Y Ё no qual 0 « t « 1 
n—Ə+ekrk=0 


2. Supondo 0 < а < 1, mostre que 


п К 
ип Y а= —. 
n5+0 k=] 1--а 
3. Саісше 

: 1 1 1 

lim I+—+=+...+—1 
п +% 2 3 n 
(Sugestáo: 
27 


para k 20.) 


1 1 1 
—— +... +——— > 
2k +1 2541-1 2 


4. Sejaf(x)=x,x € (0,11. Considere а sequência de termo geral 


Da) lero 


п/п njn njn n n n 


a) Calcule $3. Observe que, geometricamente, $3 pode ser interpretado 


como a soma das áreas dos retângulos hachurados. 


6. 


5 Calcule lim 5 


о | в 


п * (Pensando geometricamente, qual о 


n — To 


valor esperado para o limite?) 


1 п 
. "n 
cse Ши £l» x. Жа 

n= +%0 nº k=1 
(Sugestão: Verifique que 

2 2 2 2 

1^°+2°+3°+...+п = —n(n+ 1) (1+1. 
Veja Segáo 17.2.) : 


Seja f(x) = х2, x € [0, 1]. Considere as sequéncias 


п п/п п/п п п 
е 
1\1 214 п= 1 \ 1 1 
EE —+...+ f —+f()—. 
nin п/п п п п 
Саісше 
а) lim 5, b) lim s, 
nto no 


(Interprete geometricamente tais limites.) (Sugestáo: Utilize o Exercício 
5) 


7. Uma partícula desloca-se sobre o eixo 0x com aceleragáo constante a, а 
> 0. Suponha que no instante / = 0 a velocidade seja zero. A velocidade 
no instante / é, então, dada por v (1) = at. 


Divida o intervalo de tempo (0, 7] em л intervalos de amplitudes iguais a 


a velocidade será 


n n n 


No instante 


2aT 


etc. Supondo п suficientemente grande, o espaco percorrido 


Т 2T 


entre os instantes --- e — será aproximadamente 


n n 


no instante será 
. . 


n 


8. 


9. 


aT Т AT 2T 


— 9 (por qué?); entre os instantes e o 
n n n n 
2aT T 
espaco percorrido será aproximadamente э — etc. 
n n 
a) Calcule 
7 al Т.20ГТ (п-1)аТ Т 
lim s НЕ è 
пә+= n n n n n n 


b) Interprete cinematicamente e geometricamente o limite acima. 
Suponha que a sequência de termo geral ау, n natural, seja crescente 
(isto é, quaisquer que sejam os naturais n e m, n < m > dy <am) e que 
exista M real tal que ау < M para todo natural n. Prove que 


| im а, existe e que 
n>+0 

lim a, = sup (a, | n € №). 
n>+0 


(Veja Segáo А1.4.) 


Considere a sequéncia de termo geral 


1 1 1 
+ 


25 125 п? 


a =1+ 


а) Prove que а, é crescente. 


Б) Prove que para todo natural n> 1 


с) Prove que 


lim I+ —+—- +... + + 
п To Шин j^ nº 


existe e que é menor que 2. (Compare com o Exercício 3.) 


ын i di (5): Е rifique p 
“Е-е-е 


+ — < 
(2^ V (2^ + 1)2 (21:41 ЖЕ 12 эп 


44. LIMITE DE FUNÇÃO E SEQ UÉNCIAS 


lim f(x) = Lea 
хәр 


sequéncia que converge a p, com ау € Dye an Fp para todo natural л. É natural 


Seja fuma função tal que П uma 


esperar que 


lim f(a,) = L. 


п-›+%® 
De fato, sendo lim J (x) т Б ыг 0, existe ó > 0 tal 
x— p 
que 
@ 0<!х-р!<бәж»1/(х)— LI < e. 


Como ар > p, para o ó > 0 acima existe um natural ng tal que 
п> по = lan -p|< ó 


e como ay, £ p, para todo n, 


@ n>n = 0 <la, — pl < ô. 
ре @ е @ 


n? пу= |/(а)—1|<© 


logo 


lim f(a,) = L. 
n—+0 
Em particular, se /Тог contínua em p e se а, convergir a p, com ау € Dy para 
todo л, entáo lim f (ay) — f (p). 


n ә +0 


Do que vimos acima resulta que se existirem duas sequências a, € by, com ар 
£z p e b, Е p para todo n, que convergem a p е se 


lim f(a,) * lim f(b). sa 
n — +0 п To 

lim f(x) 
хәр 


mostrar a náo existéncia de limite de uma fungáo num ponto. 


| зехе0 
0 sex € OQ 


lim f(x) 


хәр 


náo existirá. Frequentemente, usa-se este processo para 


EXEMPLO. Seja f(x) = 


Prove que para todo real p, náo existe. 


Solução 


Para todo natural n #0, existem ау e by, ау racional е by irracional, tais que 


1 1 
pup ep = B, € СЭРЭЭ: 
n n 
Segue, pelo teorema do confronto, que 
lim а,-ре lim b, =p. 
n — o п — To 


Сото шп Ка») = 1 * pois f (ан) = 1 para todo n #0, 
‚п ә to 
е lim f(b,) = 0, pois /(5,) = O para todo n £ 0, resulta 
n — To 
,lim f(x) 


хәр 


náo existe. ш 


Exercicios 4.4 


L. хвехефФ 
sa f(x) = —х se x € Q 


9) Calcule lim fa ). 
х-э0 


b) 1 f 4 

Mostre que, para todo p #0, lim (x a existe. 
х-эр 

2. Seja a sequência de termo geral ау, com ар > 0 para todo natural n. 


lim а =a 


Sabe-se que n * а real] e que 


n—>+0 


an+ 1 = — para todo n. Calcule a. 


LF as 


3. Sejam fuma função, p um número real e suponha que existam duas 
sequências ау e by convergindo a p, com ay e by pertencentes a Df para 
todo n, tais que 


lim f(a,)=Le lim f(b)=L 


п ә +% п — +0 


š E qué? 


Podemos, entào, afirmar que lim f ( X > z 
xp 
que a sequéncia 
m — | — 
аз = (24242, 5 


4. Sabe-se 
а] = 42, а2 = 4242, 
lim ap 


n>+0 
sequéncia 


é convergente. Calcule 


f 


Sabe-se que 
r | | 
/ d / [ ! 

42, y2+ 42, y2+ y2+y 
é convergente. Calcule seu limite 


sen 


5e 


—— nào existe 


6. . 
Ргоуе que li m 
X 


x0 


4.5 
1 


=|1+ 


O NÚMERO e 
Nosso objetivo, nesta segáo, é provar que a sequéncia de termo geral 
п 


п 


€ convergente. Definiremos, entào, o número e como o limite de tal sequéncia. 


| Y 


e 


DT 


lim 
n0 n 


Para provar a convergência de tal sequência, é suficiente provar que ela é 
crescente e que existe M > 0 tal que ау < M para todo n > (veja Apéndice 1). 


n 
Primeiro, vamos provar que 1 + 1 > 3 para todo n > 1. 


n 


Temos 
1)" п) 1, (п) 1 п) 1 п) 1 
1+ 1+ | +( | +( | | 5 
| ljn 2)” 3) nŠ A) п" 
ыг ок ->2 jf 
pa a ae и. 1 ,A(n Un 2). 1 кож n! 1 
nº 2! nº 3! n" n! 
daí 


(44 rere ++ + (бо ие?) 
п Y 3! ^ n эы 


Como 2" < (n + 1)! para todo n > 1 (verifique), resulta que 


= 


(n + 1)! 25 


para todo n > 1, daí 


n 
(1-4) sm еее, ge 
п 2 2 2 2-1 


e como 


resulta 


1 п 
1+ — | < 3 para todo n = 1. 
п 


Vamos provar, agora, que tal sequência é crescente. Sejam л e m naturais > 1 
tais que n < m. Temos 


di — ә ! 
п(п—1) | , n(n— D(n 2) m т.т 


п 
( + 1) =1+1+ 5 + 3 S 
n nº 2! т 3! n" n! 
е 
т = E a ' 
1+2) €—Á: mm- 1) й 1 + т(т Ши 2). 1 Б. m 1 : 
т me 21 т 3! m" m! 


De n < m resulta 


i-l«1-l 
n m 


2 2 


|--1-- 
n т 


е daí 


п(п — um — 
m 1) а mn 1) 
nº т 


п(п- 1Xn — 2) г т(т- Dim — 2) 


n? m? 


Observe: 


etc 


т(т-1(т-2) m m-l OS г. (1- 


mr m m m 


Segue que 


I+—| <|1+— 
n m 


se n < m. Assim, а sequëncia é crescente. 
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TEOREMAS DO ANULAMENTO, DO VALOR INTERMEDIARIO E DE 
WEIERSTRASS 


Os teoremas do anulamento (ou de Bolzano), do valor intermediário e de 
Weierstrass são fundamentais para o desenvolvimento do curso. Neste capítulo, 
apresentaremos seus enunciados е faremos algumas aplicações; as 
demonstrações são deixadas para o Apêndice 2. 


Teorema (do anulamento ou de Bolzano). Se f for contínua no intervalo 
fechado (а, b] e se f(a) е f(b) tiverem sinais contrários, então existirá pelo 
menos um c em [а, b] tal que f(c) = 0. 


EXEMPLO 1. Mostre que a equação x? — 4x + 8 = 0 admite pelo menos uma 
raiz real. 


Solução 
Consideremos a função f(x) = х3—4 + 8; temos Д0) = 8, [-3) = -7 e f é 


contínua em [—3, 0] (os números 0 е —3 foram determinados por inspegáo), 
segue do teorema do anulamento que existe pelo menos um c em [-3, 0] tal que 


Kc) = 0, isto 6, a equagáo х3 


-Зе0.ш 


— 4x + 8 = 0 admite pelo menos uma raiz real entre 


Teorema (do valor intermediário). Se f for continua em (а, b] e se y for 


um real compreendido entre f (a) e f (b), então existirá pelo menos um с em 
[a, b] tal que f (c) = y. 


Observe que o teorema do anulamento é um caso particular do teorema do 
valor intermediário. 


Teorema (de Weierstrass). Se f for contínua em (а, b], então existirão хі e 


хә em (а, b] tais que f (x1) € f(x) €f (x2) para todo x em (а, b]. 


O teorema de Weierstrass nos conta que, se / for contínua em (а, b], então 
existirão xj e х2 em Га, b] tais que f(x1) é o valor mínimo de fem (а, b] e f(x2) o 


valor máximo de f em (а, b]. Ou de outra forma: se f for contínua em (а, b], então 

fassumirá em (а, b] valor máximo e valor mínimo. Chamamos sua atenção para 

o fato de a hipótese de f'ser contínua no intervalo fechado Га, b] ser indispensável; 

por exemplo, f( x) = — х Є ]0, 1], é contínua em (0, 1] mas não 
v ` 


assume, neste intervalo, valor máximo. 


EXEMPLO 2. Prove que o conjunto 


е S E РИО 
А=‹х ты "NS 


admite máximo e mínimo. 


Solucáo 


2 | 1 
її Ж) - = + ----- 6 contínua em >, 2 1 
X 


segue, do teorema de Weierstrass, que existem x] e x em | — 7 tais 


que f (x1) é o valor mínimo de fem| —— Z е/(х2) o valor máximo de / 
` 


2 


neste intervalo. Assim 


T 7 1и 
f(x») = máx x“ + —|— = x = 2 
= а X2 

Ed f 1 
f(x) = mín 4x^ + —|—=х=2 
: x|2 
Veremos, mais adiante, como determinar x] e x2. m 

Exercicios 


1. Seja f(x) = x + +1. Justifique a afirmagáo: f tem pelo menos uma 


raiz no intervalo [— 1, 0]. 


3 


2. Prove que a equagáo x^ — 4x + 2 = 0 admite trés raízes reais distintas. 


Seja a a menor raiz positiva da equagáo x? — 4x + 2 = 0. Determine 


intervalos de amplitudes — .— € — que contenham a. 
24 8 


4. А 1 


Prove que а equação нн... 0 admite ао 


1+ x* 


menos uma raiz real. 
5. Prove que cada um dos conjuntos abaixo admite máximo e mínimo. 


x2 + x 
px 


фан! 1 26:92] » a=! 


Э 
d А ХЭЛ 
Seja f: [-1, 1] — R dada por f(x) = 


1+ x^ 


a) Prove que f(1) é o valor máximo de f. 
b) Prove que existe xj € ]- 1, 0 [tal que f(x1) é o valor mínimo de f: 


а) Prove que todo polinómio do grau 3 admite pelo menos uma raiz real. 
b) Prove que todo polinômio de grau ímpar admite pelo menos uma raiz 
real. 


8. Sejaf: (а, b] — R uma função contínua e suponha que f não seja 
constante em [a, b]. Prove que existem nümeros reais m e M, com m « 
M, tais que Imf= (т, M]. 
(Observação: Imagem de f= Imf= (f(x) | x € [a, b]).) 

9. Sejaf I — R contínua, em que / ё um intervalo qualquer. Prove que а 


imagem de fé um intervalo. 


10. Suponha que / (0, 1] — R seja contínua, f (0) = 1 e que f(x) é racional 
para todo x em (0, 1]. Prove que f(x) = 1, para todo x em (0, 1]. 


Seja f: [0, 1] — R contínua e tal que, para todo x ет [0, 1], 0 x f(x) 51. 
: Prove que existe c em (0, 1] tal que f(c) = c. 


12. Seja f continua em (а, b] e tal que f(a) < f (b). Suponha que quaisquer 
que sejam se t em (а, b], s £ t = (5) Z (0). Prove que f é estritamente 
crescente em [a, 5]. 


(Observação: festritamente crescente em (а, b] €? V s,tem [a, b], s < t 
> fis) 5409) 


13. Suponha f contínua no intervalo / e que f admita neste intervalo uma 
única raiz а. Suponha, ainda, que existe хү em 1, com xq > a, tal que f 
(хо) > 0. Prove que, para todo x em 7, com x > a, f(x) > 0. 


14. Considere a função f dada por 


f(x) = 2xº — 


a) Verifique que fé contínua em [0, “о. 
b) Mostre que 1 é a única raiz de fem 10, “оо, que f (2) > 0 e que 


f < 0. 


c) Conclua que f(x) > 0 em |1, *o[ e que fx(x) < 0 em]O, Ц. 


1 


15. Suponha f contínua em Ге sejam а e b pertencentes a 1, com a < b, as 
únicas raízes de fem /. Sejam хү), хү € x2 em /com ху<а,а<ху<Ье 
b < хә. Estude o sinal de fem T, a partir dos sinais de f (х0), f (x1) e f 
(x2). Justifique. 


6 
FUNÇÕES EXPONENCIAL E LOGARÍTMICA 


6.1. POTÊNCIA COM ЕХРОЕХТЕ REAL 


Na Seção 1.7 definimos potência com expoente racional, 


FE n | т е estudamos suas principais propriedades. Nesta 
an = үа", 
seção, vamos definir potência com expoente real. 

Observamos, inicialmente, que, se fe g são duas funções definidas e continuas 
em R tais que Ár) = g(r) para todo racional ғ, então f(x) = g(x) para todo real х, 
isto é, se duas funções contínuas em R coincidem nos racionais, então elas são 
iguais (veja Exercício 21, Seção 3.2). 

Seja, agora, а > 0 e a # 1 um real qualquer. Se existirem funções f e g 
definidas e contínuas em R e tais que para todo racional r 


AD c a egi) = a" 


entáo f(x) = g(x) para todo x real. Isto significa que poderá existir no máximo 
uma função definida e contínua em R e que coincide com a” em todo racional r. 
O próximo teorema, cuja demonstragáo 6 deixada para o Apéndice 3, garante- 
nos a existéncia de uma tal fungáo. 


Teorema. Seja a > 0e a £ 1 um real qualquer. Existe uma única função f; 


definida e contínua em R, tal que (ғ) = a” para todo racional ғ. 


Damos, agora, a seguinte 


Definição. Sejam a > 0, a + 1, e f como no teorema anterior. Definimos a 
poténcia de base a e expoente real x por 


а = f(x). 


A função f, definida em R, e dada por f(x) = а”, a > 0 e a 1, denomina-se 
função exponencial de base a. 


Sejam a > 0, b > 0, x e y reais quaisquer; provaremos no Apéndice 2 as 
seguintes propriedades: 


(1) аа = аї X, 

(2) («ӘУ = а. 

(3) (ab)* = ахх. 

(4) Se a> lex « y, então a* <a). 
(5Se0«a«lex«y,entioa* > a". 


A propriedade (4) conta-nos que a função exponencial f (x) = а, a > 1, é 
estritamente crescente em R. А (5) conta-nos que f (x) = aX, 0 < a < 1, é 
estritamente decrescente em R. 


O gráfico de f(x) = а* tem o seguinte aspecto: 


EXEMPLO 1. Avalie 2. V 


Solucáo 


2) 


Г 
= | 
Como f(x) = 2* é contínua em X = NV = 


а = 2 = 2% = 21”, 


1.4142 segue 
2V2 = 214142 = 2 665. 


-2 
ll 


ІІ 


г 
Сото 1,4142 <_y2 * resulta que 21,4142 é uma 


! 
^N Z 
aproximagáo por falta de 2 ye a E 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico de 
a) f(x) = ©. 


I 
БУГ) = |—|. 


Solução 


+|— + Nne ma 


E 
т 
ш- 
< 


ol 1 
1 

113 
-1| 2 
1 

213 
-2| 4 


A função exponencial de base e (e = 2,718 281), f(x) = eX, desempenhará um 
papel bastante importante em todo o nosso curso. Como e > 1, о gráfico de f(x) = 


е* tem o seguinte aspecto 


m 
EXEMPLO 3. Suponha a 7 1. Verifique que 
a) lim а" —-9. b) lim a*=0. 
хо х ә —% 
Solução 


a) Já vimos (Exemplo 8 da Seção 4.3) que 


lim 


п roo 


Assim, dado € > 0 existe um natural n tal que 


n2ng- a?» є. 


а" = +оо, 


Como а” é crescente (а > 1), resulta 


х>пу® а> є 


logo 
. 
х 
lim а To. 
x —Ə +e 
E | Y" š 1 
b) lim а = lim a= lim —=0. LI 
хә-® rv u+% а” 
Exercicios 6.1 
1. Calcule. 
a) lim 3 b) lim 5 
хә + хә –-% 
c) lim ех d) lim (0,13) 
x> x>+00 
3 7 1—2* 
e) lim [2* —3*] D lim - 
x— +0 x— +e 1—3* 
g) lim 27 hy lim [2*2 *] 
X — to Xx — o 
i) lim 2— j lim 125-277) 
хә—® х->-% 


2. Esboce o gráfico. 


а) f(x)23* 


b) g(x) = (0,127 


9 fe 


d) gx)-1*e* 
9 j=- 
ШАҒЫ ылы 
8) /@)=et+ e * 


№) g(x)= е7 senx 
D позе 
Л -х2 


g(x)= e 


62. LOGARITMO 


Teorema. Sejam a > 0,a £1,e f > 0 dois reais quaisquer. Então existe um 


ünico y real tal que 


Demonstração 
Suponhamos, primeiro, 2% M Como 
lim a* —-e lim ах —0, 
х — +0 x— 


segue que existem reais и е v, com и < v, tais que 
a! « fj « av. 


Como f(x) = а” é contínua no intervalo fechado и, v], segue do teorema do 
valor intermediário que existe y em [u, v] tal que 


ЛХ») = Вона? = f. 


A unicidade de у segue do fato de f'ser estritamente crescente. 
O caso 0 <a < 1 deixamos а seu cargo. ш 


Sejam а> 0, a £ 1, e f > 0 dois reais quaisquer. O único número real y tal que 


а= В 


denomina-se logaritmo de В na base a е indica-se por у = logg f. Assim 


у= log, B © a? - f 


Observe: loga В somente está definido para д > 0, а> 0eaz 1. 


EXEMPLO 1. Calcule. 


a) 1052 4 


1 
b) log» = 


c) logs 1 


Solução 


a) x = log2 4 @ 2* = 4 @ x = 2. Logo 


1082: 4 = 2. 
l TE 
b) x = log, т = a im —1. Logo 
log» — = —1. 
52 2 


c) logs 1 = 0, pois 5 = 1. m 
Observação importante 
a!- fj € у= loga f 


assim 


al084 f = В | 


O logaritmo ае В па base а ё о ехроете que se deve atribuir а base а раға 
reproduzir В. 


O logaritmo na base е é indicado por In, assim, In = loge. Temos então 
у-іпх € e) = x. 


Da observaçào acima, segue que, para todo x > 0, 


Sejam a>0,af1,b>0,b%1,a>0€e B> 0 reais quaisquer São válidas as 
seguintes propriedades: 


(1) log a B = loga а + loga $. 


(2) loga oÊ = £ loga a. 
3 а = 
(3) log, — = log, a — log, В. 


(4) (Mudanga de base) 


log; а 
log, a = 3 
log, а 


(5) Se а> 1 e a< р, então log; a < log, f. 
(6) Se 0<а<1еа< р, então log; a> log; f. 


Vamos demonstrar (1), e as demais ficam a seu cargo. 
Demonstragáo de (1). 


X= loga a @ a= aX 


Y= log; f € p= aY 


Assim, a f = аХа?, pela propriedade (1) das poténcias com expoentes reais, 
aXaY = aX + Y. se ue que 
gue q 


аВ= а * You Х+ Y= logo a£. 
Portanto, 
log; a + loga В = log; a f. m 


Seja a > 0, a Z 1. A função f dada por f(x) = log, x, x > 0, denomina-se 
funcáo logarítmica de base a. 

A propriedade (5) conta-nos que se a > 1, a função logarítmica f(x) = logg x, 
x > 0, é estritamente crescente. Da propriedade (6) segue que se 0 < a < 1, a 
função logarítmica f(x) = log; x, x > 0, é estritamente decrescente. 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico 

a) f (x) = log? x. 

b)f (x) = log; x. 
2 

Solucáo 


a) Domínio de f= (x € R| x > 0). 


b) Dg-]0, +. 


EXEMPLO 3. Suponha a 7 1. Calcule e justifique. 


а lim log x. b lim log x. 
AR aço Ва е ға 


Solução 


Se о limite existir, deverá ser igual a +00: 
lim log, x — +0, 
x>+0 
Justificação (por € e д) 
Dado € > 0, precisamos encontrar ó > 0 tal que x > ó > logg x > €. 


Tomando-se ó = af 


x> ó => x > aŠ > loga x > €. 


Portanto, 
lim log,x = +% (a > 1). 
x= 400 


Ь) Vamos mostrar que 


lim | log, x = —º (veja o gráfico anterior). 
x>0 

De fato, 

: 1 : 

lim log; x^ lim log, —= lim log, и = —% 
x>o0+ u>+0 и uú — +оо 
» hm log, и = +0, 

и — +e 


Deixamos a seu cargo a prova de que f(x) = logg x é contínua. 


Exercicios 6.2 


1. Calcule. 


а) 1210 100 


b) log, 16 


2 


с) log; 42 
> 


d) logo 43 
e) logo 1 

Л logs (=5) 

8) loga 1(а>0еа%І) 
h) 1083 243 


2. Determine o domínio. 


a) f(x) = logo (x + 1) 
b)gG) = (2-1) 
с) g (z) = In Cx) 
d) f(x) = loga | x | 
ЖЭЛ 
е) f(x) = In —— 
х —1 
J g) = log, 3 


- Ache o domínio e esboce o gráfico. 


a) f(x) = log3 x 


b)g(x)-inx 
c) f(x) = logi x 
3 
d)g(x) -In(x- 1) 
e) f(x) = In (~x) 
He) = |х| 
ғо) = |х| 
п) в (5) = 13| |1 
. Calcule. 
a) lim logzx b) lim 
x> +o x0 
c) lim Inx d) lim 


x50+ хә +o 


log] х 


In 


3 


х 


x+1 


: : x^ 
e) lim [In(2x + D — In (x + 3)] f) lim In ——— 
хә +o 7 x 


g) lim [xin2-In(3"+1)] 
x>+0 


6.3. O LIMITE d va 


lim 1-- 
x= +оо x 


Já provamos que a sequéncia de termo geral 


1 


а, = 1 + — converge para o número e (veja 4.5), isto 6, 


n 
i 1 "a 
lim 1+—| =e. 
п To n 
Vamos provar, agora, que А 
¡Y 
lim ІЗ =e. 


х ә +9 X 
Sejam n > 0 um natural qualquer e x > 0 um real qualquer. 


п=х<п +1 Ба ! bdo qiie M : 


n x n+l n x ntl 


daí 


1 n+1 1 y 1 п 
п=х<п+1= (1+1) > (1+2) > [1+ | 
п 


ou seja, 


п х n+1 
O n<x<n+1 [i] 22:4 022 >fi+ 1 | nk 
n n х n+1 n+2 
+ 
li lY'n+1 ü 1 ү лал 
Como , I, (1+2) um >] гет = e, seguede(1) ше 
гү 
lim (+2) =е 
x— += x 
EXEMPLO 1. Verifique que 
: X 
Іші 1+ l =e 
Хх->-% ` 
X 
Solução 
Fazendo x = —(t+ 1), t» 0, vem 
e ==1 
х 1 
1 1 тү fc 
1-4 -|---- -114-| —. 
x ы; t t 
Para x — —co, t — +оо, assim 
Гү IY t+ 
lim (1+2) = lim (1+2) IUE. L| 
x—-—0 х г +оо 1 1 
EXEMPLO 2. Verifique que 
Е нэ 
a) lim (I+ h)h =e b) lim (1 /)^ = e. 
һ-0 Аһ-0- 


Solução 


1 
a) Fazendo /) == ES (h= ot = Xx — T9) 


X 
й. 1 X 
lim (I+h)h = lim 1 + 1) = e. 
һ-»0% x>+0 x 


b) Faça vocë. 


Segue do Exemplo 2 que 


1 


lim (1+h)h = e. 
h>0 


nm 
. еһ-1 
EXEMPLO 3. Mostre que lim = Mes 
h— 0 h 
Solução 
Fazendo и = e" — 1 ou h = In (1 + и) vem 
ей — 1 и _ 1 
һ In (1--и) l 


Іп (1 +u)u 


(h— 0 > u — 0); assim 


һ 
ИШҮ о А 1 1 
lim = lim DU =1, ш 
h50 h u0 2 ше 
In (1 + u)“ 


Exercicios 6.3 


1. Calcule. 

э\х 1 х+2 
ay lim (i + 2) b) lim (1 + +) 
х= * х +o x 

x VES 
c) lim | +>) d) lim (1 + 2) 
x> +o 2x x — o x 
x2) 
e) lim E | f dim (1+27 
x24» | x+l x>0 
д. 2х 
g) lim (1+2х)х h) lim ( + -) 
x50 хә + x 
2. Sejaa>0,a +1. Mostre que 
h 
. a” =] 
lim ————= In a. 
hA>0 А 
3. Calcule. 
> 
2 2 
a) lim 225: by lim et 1 
x>0 x x0 x 
c) lim 5* —1 d) lim 35-1 
x20 x х- 0+ х2 


7 
DERIVADAS 


7.1. INTRODUÇÃO 


Sejam fuma função e p um ponto de seu domínio. Limites do tipo 


lim Р(х) – f(p) 
х-эр Ep 


ocorrem de modo natural tanto na geometria como na física. 

Consideremos, por exemplo, o problema de definir reta tangente ao gráfico 
de fno ponto (p, /(р)). Evidentemente, tal reta deve passar pelo ponto (p, f (р)); 
assim a reta tangente fica determinada se dissermos qual deve ser seu 
coeficiente angular. Consideremos, entáo, a reta sx que passa pelos pontos (p, / 


(р)) e Gf (x). 


y 


_ feo- fi) 


Coeficiente angular de 8 x = 
| x—p 


Quando x tende a p, o coeficiente angular de sx tende a / (p), onde 


F(p)= lim PIT 
х-эр x= p 


Observe que / (р) (leia: f linha de p) é apenas uma notação para indicar o 
valor do limite acima. Assim, à medida que x vai se aproximando de p, a reta sy 


vai tendendo para a posição da reta T de equação 


—ЛФ) = f'(p) x — р) 


É natural, então, definir a reta tangente em (p, f(p)) como a reta de equação 
O. 

Suponhamos, agora, que s = f (1) seja a equação horária do movimento de 
uma partícula vinculada a uma reta orientada na qual se escolheu uma origem. 
Isto significa dizer que a função f fornece а cada instante a abscissa ocupada pela 


partícula na reta. A velocidade média da partícula entre os instantes () e t é 


f(t) — f (to) 
fed 


A velocidade (instantánea) da partícula no instante tọ é definida como o limite 


š у ft 
v(to)= lim Је) Ло). 
f ty t — to 


definida pelo quociente 


Esses exemplos sào suficientes para levar-nos a estudar de modo puramente 
x Ооу UO) 
abstrato аз propriedades do limite lim —— à 
хәр х-р 


72. DERIVADADE UMA FUNÇÃO 


Definição. Sejam fuma função e p um ponto de seu domínio. O limite 
FO) FO) 
lim — C 


x— p * m P 


quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f 
(p) (leia: flinha de p). Assim 
: - ТСК FUP) 
/'(р)= lim ——————. 
х-эр xP 


Se f admite derivada em p, então diremos que fé derivável ou diferenciável 
em p. 


L E 


Dizemos que fé derivável ou diferenciável em А С Drse f for derivável em 
cada p е А. Diremos, simplesmente, que / é uma fungáo derivável ou 
diferenciável se f for derivável em cada ponto de seu domínio. 


Observacáo. Segue das propriedades dos limites que 


Ғо- /(р) _ f(p+ h)- ftp) 


lim lim 
хәр x= р һ— 0 h 
Assim 
(x) - f “(p + h) — f 
F(p= lim Је) fü» ou f'(p) = lim Тірі КР). 
хәр х-р һ-0 һ 


Conforme vimos na introdugáo, a reta de equagáo 


»-f() =/ (р) (x= p) 


é, por definigáo, a reta tangente ao gráfico de / по ponto (р, f (p)). Assim, a 
derivada de f. em p, é o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de f no 
ponto de abscissa p. 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = x2. Calcule. 


ауа) 

b)f G) 

c) (3). 

Solucáo 

arma ша SOTO үс E Lua (ео, 
x51 x=1 DE [RE № xl 


Assim 


70)-2. 


(A derivada de f(x) = х2, em p= 1, é igual a 2.) 


b)f'(x) = lim PROFE FOU _ Іші QR? -х2 š 
һ-0 h h50 h 
Como : > 5 
(x + h)Z — хе = 2xh + h“ — 
h h 
segue que 
Р(х) = lim (2x + h) = 2x. 
һ— 0 
Portanto, 


fo) = x2 = f (x) = 2x. 


Observe que f (x) = 2x é uma fórmula que nos fornece a derivada de f(x) = 


х?, em todo x real. 


с) Segue de (b) que 
fC3-2C3)-7-6 m 


EXEMPLO 2. Seja f(x) = x2. Determine а equagáo da reta tangente ао gráfico 
de /по ponto 


DAFO). 
b) CÁC D). 


Solução 


а) A equação da reta tangente em (1, f(1)) ё 


D у—/(1)=/'(1)(х— 1) 


10)-12-1 


/'(р) = 2p (Exemplo 1, item b) = f'(1)= 2 


substituindo em () vem 
у-1=2 (х- 1) опу= 2х - 1. 
Assim у = 2x — 1 ё a equação da reta tangente ao gráfico de f (х) = х2, по 


ponto (1, f(1). 
b) A equação da reta tangente em (-1,/(-1))6 


»y-fCcD-fCc)G-CD) 
ou 


у-/С-9-7(-1) 041) 


Д1) = (—1)? =1 


Jf'(p)=2p > f'-1-2-2 


substituindo estes valores na equagáo vem 
y-1=-2(x+ 1) o0uy=-2x- 1 


que é a equagáo da reta tangente pedida. ш 


EXEMPLO 3. Seja f (x) = k uma função constante. Mostre que f (x) = 0 para 
todo x. (А derivada de uma constante é zero.) 


Solução 


Р) = lim ft h) ЛО) 
| Л-э0 һ i 


Como f(x) = k para todo x, resulta f(x + h) = k para todo x e todo Л, assim 


-К 
= lim 0-0. и 
h h=>0 


S Kk 
Р(х) = lim 
һ-0 
EXEMPLO 4. Seja f(x) = x. Prove que f (x) = 1, para todo х. 


Solução 


f(x-th)-— f(x) = lim x+h—x Е 
h h50 h 


Р(х) = lim 1. 
h=>0 


Assim: 


fe)-x-f()-1. m 


EXEMPLO 5. Seja f (x) рэн X acicate f. 


Solução 


ГО)- lim LOS jg MEA 
x>2 


x= 2 хэ? Х-2 
Assim: 
— 42 
fQ- ШШ, (Nx 5 р S + 42) ë oh үх +42 р | 
isto é, 
Г(2) = а 


IE 


EXEMPLO 6. Seja 


» 1 
X“ sen — se x £ 0 


J (x) = 


Calcule, caso exista, f (0). 


109109 109 aal ш 
х-0 х - 


Assim, 


0 limitada 


, xj- 0 ” Tá 
/ (0) = lim fœ- _ lim 'sen — ' = 0, 
х-0 х-0 х-0 NE >: 


Logo, f (0) existe e f (0) =0. m 
EXEMPLO 7. Mostre que f(x) = | x | não é derivável em p = 0. 


Solução 


у(х) – 300) Ixl [ 1se x>0 


x—0 X —l se x<0 
daí 


lim 7-70) ie lim fœ- HO _ _ 
x= 0+ х-0 x30 > 


Y(x)-.F(0) 


logo, lim — não existe, ou seja, f não é 


x— 0 Е 
derivável em 0. Como f (0) nào existe, o gráfico de f(x) = | x | não admite reta 
tangente em (0, £(0)). 

Sejam fuma função е (p, f(p)) um ponto de seu gráfico. Seja sy a reta que 
passa pelos pontos (р, f (p)) e (x, f (x)). Se f (p) existir, então o gráfico de f 
admitirá reta tangente Tem (p, f(p)); neste caso, à medida que x se aproxima de 
р, quer pela direita, quer pela esquerda (só pela direita, se fnáo estiver definida à 
esquerda de p; só pela esquerda, se f nào estiver definida à direita de р), a reta sy 


tenderá para a posigáo da reta 7. 


Por outro lado, se, à medida que x tender a p pela direita, sy se aproximar da 
posigáo de uma reta Тү e se а medida que x se aproximar de р pela esquerda, sy 
se aproximar da posição de uma outra reta 75, T> # Тү, então o gráfico de f nào 
admitirá reta tangente em (p, f (p)), ou seja, f (p) nào existirá. 


f nào é derivável em p. 
O gráfico de f apresenta “bico” em 
(p. f (p). 


O próximo exemplo destaca uma  propriedade importante da reta 
tangente. m 


EXEMPLO 8. Suponha f derivável em p e seja p (x), х € Dre x +p, dada por 


Јо) 2 fp) + f (р) (х p) + p (x) (х p. 


шин lim р(х)= 0. 


хәр 


Solução 


Р(х) = fip» = f'(p) (x — р) 


p(x)^ x= p 
X =D 


Daí 


impar] LEA 


x— p x— p х= p 


» lim PF) 
x>p Х-р 
lim р(х) = 0. 


x— p 


=f ру 


== É Ч р ), segue 


Observacáo. Se definirmos p (р) = 0, a igualdade que aparece no Exemplo 8 
será válida em x — p e a fungáo p (x) tornar-se-á contínua em p. 

Façamos no exemplo anterior E (x) = p (x) (x — p). Então, E (x) será o erro 
que se comete na aproximação de f pela reta tangente em (p, f(p)). 


Quando x (елде а р, evidentemente Е (x) tende a zero. O Exemplo 8 nos diz 
mais: nos diz que quando x tende a p o erro E (x) tende a zero mais rapidamente 
que x — p, isto é, 


š Е (x) 
lim ——= 


х-рхХ-р 


0. a 


Fica para o leitor verificar que, entre todas as retas que passam por (p, f (p)), 
a reta tangente em (р, /(р)) é a única que aproxima f(x) de modo que o erro 
tenda a zero mais rapidamente que x — p. (Sugestáo: Suponha que E (x) seja o 
erro que se comete na aproximação de f pela reta passando por (p, f (р)), com 
coeficiente angular т +f (p), e calcule o limite acima.) 


Exercícios 7.2 


І. Sejaf(x) = x2 + 1. Calcule 
а) fA) 
b) f0) 
с) f(x) 


2. Seja f (x) = 2x. Pensando geometricamente, qual o valor que vocé 
espera para / (p)? Calcule / (p). 


3. Seja f(x) = 3x + 2. Calcule 


a) f (2) 
b) f (0) 
с) fœ 
4. Calcule f (p), pela definição, sendo dados 
a)f (x) = x +хер=1 b) f(x) = 4х ер=4 
1 
с) Р(х) = 5x—-3ep- —3 dfx)=— ер=1 
х 
гт 1 
е)ў(ху= x ep=3 Ро) = — ep=2 
X" 
g)f (a) = ж-е р= 1 һ)](х) = Vx e p=2 
5. Determine a equação da reta tangente em (p, /(р)) sendo dados 
1 
afa =? ер= 2 Бр) 2 —ep-2 
x 
c)f (a) = Nx е p=9 dy f(x) = x =xep=1 
6. Calcule f(x), pela definição. 
a)f (x) = хх b)f(x) = 3x — 1 
3 1 
grw =x d)f(x)2 — 
x 
e)f(x) = 5х Df) = 10 
x 1 
х) = —— h fx) = 
DIM) БЕБИ 1) f(x) x 


7. Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida е 
derivável em R, tal que f (1) = 0. 


8. Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e 
derivável em R, tal que f (x) > 0 para todo x. 


9. Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida е 
derivável em R, tal que f (0) < f (1). 


10. Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e 
contínua em R, tal que f (1) nào exista. 


11. Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e 
derivável em R, tal que f(x) > 0 para x < 1 e f (x) < 0 para x > 1. 


12. Dé exemplo (рог meio de um gráfico) de uma funçào f, definida e 
derivável em R, tal que f (x) > 0 para x < 0, f (x) <0рага0<х<2е/ 
(x) > 0 para x > 2. 


13. Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e 
derivável em R, tal que f (0) = 0e f (1) = 0. 


14. Mostre que a funcáo 
Zx sP Da ж 
м ГГА НЕ A 


náo 6 derivável ет р = 1. Esboce o gráfico de g. 


g(x)= 


15. 


2 x < 
sg (x) = а вет] 


2x +1 se xml 


а) Mostre que g é derivável em p = 1 e calcule g' (1). 
b) Esboce o gráfico de g. 


ft) = 2 se x=0 
Seja X) = 
| E +2 se x<0 


a) Esboce o gráfico de f. 


b) fé derivável em р = 0? Em caso afirmativo, calcule / (0). 


27 a. | ЖБ 86 RSA 
k (0) = — + 3 se хо 1 


a) Esboce o gráfico de g. 

b) gé derivável em p= 1? Por qué? 

18. Construa uma função f: R — R que seja continua em R e que seja 
derivável em todos os pontos, exceto em -1,0е 1. 


19. Construa uma função f: R — R que seja continua em R е derivável em 
todos os pontos, exceto nos números inteiros. 


7.3. 


n 
perivaDasDE A. É n, X 


Teorema. Seja n #0 um natural. São válidas as fórmulas de derivação: 


а) f x) = x! 2 f(x) = пх" 1 
5) (х) = "= у(х) = пх "^ 1 * #0. 


l 


C)f(X) 2 x n2 р(х) = — xn 
n 


em que x > 0 se л for par e x #0 se n for ímpar (n > 2). 


Demonstração 
š E ss =F 
ау|(х)- lim — 
һ->0 һ 


Fazendo x + h = t (t —^ x quando Л — 0) vem 


=š . Bue x" " ” = - - 
Го) = lim —— = lim [" ^! +t x e my ++ yn-l]. 
4эх tx t— x 


n parcelas 


Assim, 


РО) = хіх 2. 9-32 ++ 7-1 
ЖЖ 
п parcelas 


ou seja 
fex! 
d 201 
mao owns ОЕ S xm (no LAU T 1 
Ar ЮМ 0 һ == да 0 һ (x+ Ву"х"` 
Рог \п п (а), 
‚ АГ ахаа 
lim — c = nx Como 
h— 0 h 
1 1 
im ER RON = 5 « resulta 
h— 0 (x+h) х" хол 
: = 1 ЕРЕ 
РО) = п l.——--m" l 
x^" 
Portanto, 
L0)= = у) = omnl 
1 
с Т x) = X n қ х * Temos 
. Rx th — Ux UNE Nx 
FO= lim Sam B С 
h— 0 


h t—x LU 


Fazendo 


и= і e v=Yx (t>x=u> v) 


resulta 


: : u—v ° 1 1 
f'G)- lim = lim ==>: 
u—v u^ — y" uv И 


Assim, para x #0 e x no dominio de f, 


Г (х) = 


ou seja 
1 
/'(х) = тай Ч a 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = x^. Calcule. 


a) f (х) 
a 
ы”. 


Solução 
a) fœ) = x* = (а) = 4 7 l, ou seja, 


f(x) = 43. 


3 


ои seja, 
kJ 


b) Como f (х) = 4x3, segue f , L 
Зуу 
FI 


EXEMPLO 2. Seja f(x) = x3. 


exu = 
2 


M 


to | = 


а) Calcule f (x). 
b) Determine а equagáo da reta tangente ao gráfico de /по ponto de abscissa 1. 


Solução 


a) Como f(x) = x?, segue f (x) = 3x2. 
b) A equação da reta tangente no ponto de abscissa 1 é 


у-/0)-70) 3-1) 


f= =1 


Г (х) = 3х2 = f'(23 


Assim, y — 1 = 3(x - 1) ou y = 3x — 2 é a equação da reta tangente no ponto 


(Lf). = 


EXEMPLO 3. Calcule /' (x) sendo 


a) f(x) = x 3. 


l 
b) fœ) = —. 
J х? 


Solução 


a)f(x) x 2 > f(x) = -3x 3 - 1=-3х 4; assim, f (x) = -3x 4. 


= zi 5 
Б) (х) = = Eu assim f'(x) = —Sx Sou seja, f'(x) = --е. в 
xs” х 


EXEMPLO 4. Seja f (x) = XX calcule 
a) f (x) 
DIG). 
Solução 


ді; 
a)f()s Ах = x2 = (х) = 


"T 


2 2x 24x 24x 


b) De f'(x) = 


1 
— resulta f'(3) = 
24x Г 243 


EXEMPLO 5. "ur a equação da reta tangente ao gráfico de 


TR х) = = \/ NX no ponto de abscissa 8. 


Solução 
A equação da reta tangente no ponto de abscissa 8 é 


у-/8)-/(8(х-8) 


1 
— (x — 8) ou 


ы № 
| 


X + — é a equação da reta tangente ao gráfico de 


27-3 
Fx) == m noponto(8,2). m 


Exercicios 7.3 


l. Seja f (x) = x5. Calcule 


а) fœ 
b) f(0) 
с) fQ) 


2. Calcule g'(x) sendo g dada por 
D gasas 


b) ау-х9 


с) g(x) = — 
X 
Ф с(ху=х? 
l 
e) 2 (x) — ss, 


3 
Х 


d 
P) g x) = E 


8 80-х 
№ во)=х73 


Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f( x) — ss 


X 


no ponto de abscissa 2. Esboce os gráficos de fe da reta tangente. 


4. Determine а equação da reta tangente ao gráfico de 


уб) = 


da reta tangente. 


no ponto de abscissa 1. Esboce os gráficos de fe 


X 


5. m 5r 
в: (х) = ` Ж , Calcule. 
а) 7(9 
b) 70) 
с) /(-32) 


6. Calcule g' (x), sendo g dada por 


a)g (x) = $x b) g (xa) = Sx 
c) g w) = Vx d) g (9) = Yx 


7. Determine a a seo da reta tangente ao gráfico de 


Т ( Ж )= -- 3) Ix no ponto de abscissa 1. Esboce os gráficos de /е 


da reta tangente. 


Seja r a reta tangente ao gráfico de f( X) = no ponto de 


X 


abscissa p. Verifique que r intercepta o eixo x no ponto de abscissa 2p. 


Determine a reta que é tangente ao gráfico de f (x) = х2е pararela à 
reta y = 4x +2. 


74. DERIVADASDE eX e In x 


Teorema. Sáo válidas as fórmulas de derivagáo 
а) /(х) = et = f (x) = ех. 


1 
b) g (x) = Inx > g'(x) = —, x > 0. 
x 


Demonstraçao 
ox th — ех ай — | ph — | 
a) f (x) ^ lim 5 f = lim ех. =e* pois, lim 5 -1 
h50 h h50 h h>0 h 
(Exemplo 3-6.3). 
А . MAYA : 1 Л 
b)g'(x)^ lim ( ) = lim (1+ | 
h50 h h50h X 
L 1 2-9 
= lim In (1+ u)xu = lim — In (1 + u)“ = — 
u> 0 u50 х x 
a 
pois, lim (1 + u)“ = e (Exemplo 2-6.3). 
u=>0 
(y = e 
(шх)’ = —, х>0 
в 


Exercicios 7.4 


l. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = e* no ponto 


de abscissa 0. 
2. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = In x no ponto 
de abscissa 1. Esboce os gráficos de fe da reta tangente. 
3. Seja f(x) = а, em que a > 0e a #1 é um real dado. Mostre que f (x) = 
a* In a. 


4. Calcule f (x). 


а) f(x) = 25 


b) у(х) = 5Х 
€) у(х) = пх 
d) у(х) = ех 


5. Seja g (x) = log; x, em que а > 0 е a £ 1 é constante. Mostre que 


1 
g'(x) = ———. 
x ша 

6. Calcule g'(x) 

а) g(x) = log x 

b) g(x)= logsx 

с) g(x)-loggx 

d) gG)-Inx 


7.5. DERIVADAS DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Teorema. Sáo válidas as fórmulas de derivagáo. 


а) sen'x = cos x. 
b) cos'x = —sen x. 


с) tg'x= sec2 x. 


d) sec'x = sec x tg x. 


, 2 
€) cotg'x = —cosec” x. 
Л) cosec'x = -совес x cotg x. 


Demonstração 


2 2m 
E V sen (x + h) — sen x А авшиг Co 2 
а) ѕеп'х = lim = lim = = 
h— 0 h h— 0 h 
sen 1 
1 2 2x+h 
= lim = cos — cos x. 
h50 h 2 
2 
h 2x+h 
—2 sen — веп--- 
4 : cos (x + h) — cos x : 2 
b)cos'x = lim lim = 
һ-0 h һ-0 h 
h 
х sen y 2x+h 
lim — p sen = — sen x. 
h>0 п 2 
2 
7 А tg (x + B) — tg x 
c) tg'x= lim лу, 
h50 h 
Fazendo t — x + h (t — x quando Л — 0) 
sent sen x 
7 P tgt— tgx s cost cos x 
tg'x= lim š E? lim 
әх t= y t5 x рх 
i sen f cos x — sen x cos t 1 
lim š 
t—x Lx cos f cos x 
7 sen f cos x — sen x cos f Қ sen (t — x) 
Como lim — lim =le 
t— x к= t— x £= y 
: 1 1 2 
lim —————— = —S— = sec” x, resulta 


t>x COS Г cos X cos" X 


tg'x = sec? x. 


(d), (e) e (f) ficam a seu cargo. ш 


Exercícios 7.5 


1. Seja f(x) = sen x. Calcule. 
a) f(x) 


7 
b)f'|— 
| 4 


2. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = sen x no 
ponto de abscissa 0. 


3. Seja f(x) = cos x. Calcule. 


а) fœ) 
b) 70 


ET Ср 
y шет 


pr |-— 
se EE 
Pl 


4. Calcule f (x) sendo 
а) /(х)=\вх 
b) f(x)=secx 


5. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = tg x no ponto 
de abscissa 0. 


6. Seja f(x) = cotg x. Calcule. 
a) f(x) 


b) f’ 


7. Seja g(x) = совес x. Calcule. 


а) gQ) 
/ 


Baro 
2). | 
4 


7.6. DERIVABILIDADE E CONTINUIDADE 


A fungáo f(x) = | x | náo é derivável em р = 0 (Exemplo 7-7.2); entretanto, 
esta função é contínua em р = 0, o que nos mostra que uma função pode ser 
contínua em um ponto sem ser derivável neste ponto. 


f(x) = |x! f (x) = | x | é contínua em 0, 
mas пйо é derivável em 0. 


Deste modo, continuidade não implica derivabilidade. 
Entretanto, derivabilidade implica continuidade, como mostra o seguinte teorema. 


Teorema. Se f for derivável em p, então f'será contínua em p. 


Demonstração 
Pela hipótese, derivável em р, logo 
А х) — ) 
lim Tw- fq» existe e é igual a /(p). 
xp xP 


Precisamos provar que f é continua ет р, isto é, que 


lim f(x) = /(р).*”= 


хәр 


/(х)—/(р) = 


(х) fü» x= р), х + p, 
х-р 


daí, 
lim FO —f(pl = lim LOW. tim (-p)=f(p)-0=0 
хәр хәр х-р хәр 


ou seja, 


lim [f (x) — f(p)] = 0 


xp 


e, portanto, 


lim f(x) = f(p). п 
хәр 


Observação. Segue do teorema que, se f nào for continua em p, então f nào 
poderá ser derivável em p. 


е; 
x^ sex &l 
EXEMPLO 1. A fungáo f(x) = é 
2 B6 x] 
derivável em p = 1? Por quê? 


Solucáo 


J nao é contínua em 1, pois lim ТЕ х)= — 2 é diferente de 


x —1* 
lim f(x) = = SE: Como f não é contínua ет 1, segue que j 
xl 


não é derivávelem 1. m 


EXEMPLO 2. Seja ТО?) = 


a) fé contínua em 1? 
b) fé diferenciávelem 1? 
Solução 


а) lim f(x) = lim f(x) =1 = f(1). 
хэ х 17 
logo, fé contínua ет 1. 


b) Como fé contínua em 1, fpoderá ser derivável ou nào em 1. Temos 
qe | 
| sex<l 
` x — 
Хо) fü) _ 
rl 
0 sex]. 


Assim, 


tim /9-/0 Zoe tim /00-70). үд (1+1)=2 


хи х-1 ( БЕЗІ "B x21 
š X) — 
logo, lim JO)- fO) nào existe, ou seja, f nào é 
x21 xc 


derivável em 1. 


fé contínua em 1, mas nào é derivável 
neste ponto; o gráfico de f apresenta um 
“bico” no ponto (1, f (1). 


N 


X 


EXEMPLO 3. Seja X = 
"f 2x—1 ех>1 


а) fé derivável em 1? 
b) fé contínua em 1? 


Solução 
Э 
Ё : sex«l 
ын х- 
4) Хох) = fa) 2 
3-1 
2 бех>і1. 


іш /09-10)- іш /(9-/0 — 2. 


zai x=] х- 17 х-1 
Logo, fé derivávelem 1е/(1)-2. 


b) Como fé derivável em 1, segue que fé continua em 1. ш 


Exercicios 7.6 


қ ERA 
Seja f (x) = . 
1 se х 2 2 


a) fé contínua em 2? Por qué? 
b) fé derivável em 2? Por qué? 


sja f (x) = ; 
Э 
—x“ se x > 0 


a) fé derivável em 0? Justifique. 
b) fé contínua em 0? Justifique. 


> — +3 se x <3 
Seja f (x) = А 


а) fé derivável em 3? Justifique. 
b) fé contínua em 3? Justifique. 


77. REGRAS DE DERIVAÇÃO 


Teorema 1. Sejam fe g deriváveis em p e seja k uma constante. Entáo as 
funções f+ g, kf'e / g são deriváveis em p e têm-se 


(DD (+ в)'(р) - (р) + g' (p). 


(D2) (k' (p) = 
(D3) (7° 2)' (p) 


f (р). 
f (р) g(p) + f(p) g' (Р). 


Demonstração 


x) + gw] — + 
(DD (+ gy(p- lim OHE (p) + E 


ERP х-р 
= lim Кышы 
х-эр = р х— р 


(Em palavras: a derivada de uma soma 6 igual й soma das derivadas das 
parcelas.) 


: KO) - К 
(D2) (Kf) (p) lim É) — W (p) k lim 


x—p x—p хәр 


(УУ (р) = kf (p). 


fo) = fip» kf р), 
=p 


(Em palavras: a derivada do produto de uma constante por uma função é igual ao 
produto da constante pela derivada da função.) 


(03) (7 8) = lim LOEN- fü» 80р) 


хәр х-р 

= tim [9860 SP) £C) + /(р) s@) - f (p) 8(р) 
хәр = р 

e m Hot уру. EXE 
х-эр x—p x—p 


Observe que, pelo fato de g ser derivável em p, g será contínua em p, e, 


assim, БЭ 
lim g (x) = g (p). 
хәр 
(Em palavras: a derivada do produto de duas funções é igual à derivada da 
primeira multiplicada pela segunda mais a primeira multiplicada pela derivada da 
segunda. m 


Teorema 2. (Regra do quociente). Se Ге в forem deriváveis ет ре se g 


(p) #0, então — será derivável em ре 


8 
f'(p)g(p)— f(p)g'(p) 


(04) | — | (р) = 
8, [e(p)P 


(Em palavras: a derivada de um quociente é igual à derivada do numerador 
multiplicado pelo denominador menos o numerador multiplicado pela 
derivada do denominador, sobre o quadrado do denominador.) 


Demonstração 
feo) _ ТФ) 
ЕСЕ lim £) 8P) _ qu, LOLO- SWD, 1 6 
5 ғәр “йр хәр х-р gx) g(p) 


Somando e subtraindo Др) g (p) ao numerador resulta 


à ; (x)— fip) : g(x)— g(p) 1 
| Цө- lim LOW (ру fip 20020) E A 
5 көрү. жр х-р | 808p) 


е, portanto, 


Ë | (же Рр) е(р) -1098 (р) 
[g(p)]“ 


(DI) [ f(x) + g (01 = f'(x) + gi). 

(D2) [kf (х) 1 = (09. 

(D3) [ f(x) g Q9 ]' = f'(x) g (x) + f (x) о. 
ТЭР f'G) gG) f CO 803) 
(x) [е GP? 


Ш 


Observação. A notação [f(x)]' é usada com frequência para indicar a derivada 
de f(x) em x. 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = 4x? + x2. Calcule. 


a) f (x). 
DIO. 


Solucáo 


, ЕН) 


a) f'(x) = [4x° + х^] (Ay + (х2). 


Pela (D2), (43) -4-(х3) = 4+ 332 = 1232. 
Segue 
f G) = (y + (х?у' = 122 + 2x, 
ou seja, 
f(x) = 1232 + 25, 
b) Como f (x) = 12x2 + 2х, segue f (1) = 14. m 
EXEMPLO 2. Calcule g' (x) em que g(x) = 5х4 + 4. 


Solução 


g'(x) = [5х4 + 4] = (5х®у' + (4). 


Já vimos que a derivada de uma constante é zero, assim, (4)' = 0. Como 
(5х®)' = 20x3 resulta 


g(x)-207. m 


EXEMPLO 3. Calcule f (x) em que : f (x) = 
d x2 
Solução 
Pela regra do quociente 
ros Е + J (2x + 3) (х2 + D-Qx* 30? 4107 
x^ (x^ +)“ 


Como 
Qx +3) =2e (x2 + 1) = 2х 


resulta 


2(x? +1) – (2x + 3) 2x 


єх) = 
f (х2 + 1)2 


ой 
Го) = 252-02 1 
d 3-13 7 


EXEMPLO 4. Seja f(x) = (3x2 + 1) eX. Calcule f (x). 


Solução 


Pela regra do produto 


fG) = Gx2 + 1) e + (3х2 + 1) (еу. 


Como 
(3х2 + D = 6x e (e)! = ех 
resulta 
Р(х) = 6x eX + (3x2 + 1) ех, 
ou seja, 
РО) = (3х2 + 6+1) ех. m 
беп х 
EXEMPLO 5. Seja /] (X) = ----.сіше/). 
жор 
Solução 


Pela regra do quociente 


; (sen x) (x + 1) — sen x (x +1) (cos x) (x + 1)— sen x 

mois ——————n = IA 
(x+ 1)“ (x+ Dé 

Assim, 

: x + 1) cos x — sen x 
h'(x) = ( ) 3 a 

(ЕТ 
EXEMPLO 6. Seja f(x) = x? + In x. Calcule f (x). 
Solução 
2 1 
Ро) = (é +1пх)/ = (5) + (ny) = 3x" + —, 
X 


ou seja, 


— 


/'(х) = po, ш 


EXEMPLO 7. Sejam f], №, ..., fj, n > 2, funções deriváveis em p. Prove, por 
indução finita, que f] + f2 +... + fn é derivável em p e que 


(fit fot. tf Ф) = Py (p) +... T ір). 


Solução 


i) Para n= 2 é verdadeira (01). 
ii) Seja k>2. De 
Л+Л +... + fktfkt1=[fit+fy+..+ fk] t fk +1 


segue que se а afirmagáo for verdadeira para n = k também o será para n = k + 
1. ш 


EXEMPLO 8. Calcule a derivada 
l 1 | 
а) (х) = 3х5 + 3 x4 x2. Б) (х) = х +—+ vx. 
3 Же 


Solução 


а) о) = 5 + 114 +x+ 2] = (30) + (+=) + (0) +O = 1514 + ie +1. 


Assim, 


4 
Ро) = 1: + qa +1. 


, , 


e 2 1 т 2, 1 2 
Бах = |x? + үх | = (х) + |— | t Qxy- d cud 
x xe 


24x 


ou seja, 


2 
g'@) = x — — El 
X^ 
Ехексісіов 7.7 
1. Calcule f(x). 
аго) = 32 + 5 Бро) =? + х^ +1 


Оғо) = 3 — 2 


d)f(x) = 3x + Vx 


Of) = 5 + 3х 5 ЛҒ = 
1 

Df = 3x + — h) f(x) = 
x 

аы 2 a 

DI) == + DIO) = 


DÍ) =2x+ mfGo)- бу + Ye 


x 
& 3 2 = 
mfa) = st + b + сх? + k, em que b, се К são constantes. 


2. 
3 
Seja 2 (х) = Y — — , Determine a equação da reta 
X 
tangente ao gráfico de g no ponto (1, g(1)). 
s. | 


: 2 
еа f(x) =” + —. 
X 


a) Determine o ponto do gráfico de fem que a reta tangente, neste ponto, 
seja paralela ao eixo x. 


b) Esboce o gráfico de f. 
4. Sejaf(x) 2x3 + 3х2 + 1. 
a) Estude o sinal de f (x). 
b сюе Jim f(x) e lim f(x). 
x—>+0 х->-% 


c) Utilizando as informações acima, faça um esboço do gráfico de f. 


5, 


6. 


9, 


2 


Mesmo exercício que o anterior, considerando а fungáo f(x) = x3 + x 
5х. 
Seja f(x) = x? + 3x. 


Determine a equagáo da reta tangente ao gráfico de f no ponto de 
abscissa 0. 

Estude o sinal de f (x). 

Esboce o gráfico de f: 


Calcule F'(x) em que f(x) 6 igual a 


21 
Determine os pontos do gráfico de g em que as retas tangentes, nestes 


pontos, sejam paralelas ao eixo x. 
Estude o sinal de g'(x). 


саюше Tim g (x)e lim 8 (x). 
x= +0 х — —0 


Utilizando as informações acima, faça um esboço do gráfico de g. 


Calcule / (x) em que f(x) é igual a 


а) 3x? + 5 cos x 


с) х sen х 
x+1 


tg x 


e) 


sec x 
3x + 2 


8) 


1) Nx secx 


I) xcotg x 
n) х2 + 3х tgx 


xl 


p 
x sen x 


3 
r)Q + «x )cosec х 


10. Seja f(x) - х2 sen х + cos х. Calcule: 


a) fœ 
b) f 
с) f Ga) 
D у?) 


11. Seja f(x) = sen x + cos x, 0 <x <2л. 


a) Estude o sinal de f (x). 
b) Faça um esboço do gráfico de f. 


12. Calcule f (x). 


sen x + cos x 
2 
h) cosx + (xº + 1) senx 


j) З cos x + 5 sec x 
m) 4 sec x + cotg x 
22544 


sec x 


о) 


а) f(x) = Ze b)f (х)=3х+51пх 


š £ А 1+ 
c)f (х) = е cosx d)f(x) = 
x+1 
fix) = X In x + 2e fo) = 
x In x 
m x 
g)f@) =4 + 5x In х h) р(х) = 
+1 
DF In x IFO е* 
YA S IF) = 
° x ши х+1 


13. Sejam f; g e h funções deriváveis. Verifique que 
LIO g(x) h (x)]' = f (x) 800) h (x) + f(x) g' (z) h (x) + f(x) 80) А (х). 
14. Calcule F' (x) sendo f(x) igual a 


а) хех соѕх b) 
b) хә (cos x) (1 + Inx) 


€) ЕХ senxcosx 


d) (14 4x ) e" tg x 


7.8. FUNÇÃO DERIVADA E DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR 


Sejam fuma função e А o conjunto dos x para os quais f (x) existe. A função f 
"ТА — R dada por x > f(x), denomina-se função derivada ou, simplesmente, 
derivada de fi diremos, ainda, que / é a derivada de 1.“оғает de f. A derivada de 


1. ordem de fé também indicada por КО. 
A derivada de f denomina-se derivada de 2.ºordem de fe é indicada por f" ou 


por 2), assim, f" = (f)'. De modo análogo, define-se as derivadas de ordens 
superiores a 2 de f. 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = 3x? — 6x + 1. Determine f , f" e f". 


Solução 


Р(х) = 9х2 — 6, Para todo x; 
assim Df =R. 


para todo x; Df 
=R. 
para todo x; Dpr 


f(x) = 18x, 


/Қа)- 18, 


EXEMPLO 2. Seja n (x) = 4 


Esboce os gráficos de fe 7. 


Solucáo 


Para x < 1, f(x) = x2, daí f (x) = 2x. 
Para x > 1, f(x) = 1, dai f (x) = 0. 


Em 1 devemos aplicar a definição (se você já desenhou o gráfico de f, deve 
estar prevendo que / (1) nào existe). 


sex«l 
foo - га) x—1 x-Flsexs«l 
х-1 1—1 -— 0 ве х >] 
= se ) 
daí 
tim LB -0е tim 200-70 2, 


x= Tr хил хэ17 x=] 


Logo, fnão é derivável em 1, isto é, f (1) nào existe. Portanto 


2х ве х<1 
Ро) = ; De - R- (1). 
0 se x>1 


Exercicios 7.8 


1. Determine f, f” e f". 


1 


a) f(x) =4 + 2x Бо) = — 

x 
: 2 1 : 3 
c)f(ix)-5x^— = d) f(x) = Зк — 6x + 1 
x 

E +3x se x «1 

e)f(ix) = xIxl DIO = 
Р luma 5 1 


2. Esboce os gráficos de ff e fr. 


2 
a)f(x) 2 x lx! b)f(x) = 


3. Determine a derivada de ordem л. 


а) х) = е 

b) f(x) = ѕепх 
с) (х) = cosx 
а ғо) = ах 


7.9. NOTACÓES PARA А DERIVADA 


Frequentemente, usamos expressões do tipo у = f (x), s = AÀ, и = Ду) etc. 
para indicar uma função. Em у = f(x), у 6 a variável dependente e x a variável 
independente; em s = At), s é a variável dependente e ta variável independente. 

dy 


Se a função vem dada por у = f (x), a notação, devida a Leibniz, 22 (leia: 


dx 


derivada de y em relagáo a x) é usada para indicar a derivada de f em 


dy 


X — шинэ f , (x 1: De acordo com а definigáo de derivada 

E 
dy _ : (x+ Ax) - f(x 
— = f ( X) — li m fx + Ax) - f(x) А 


ах ` Ах->0 Ах 


Observe que o símbolo Ax (leia: delta х) desempenha aqui o mesmo papel 
2 PRES FU 
que o h em lim ——— . Fazendo 


һ— 0 h 


Лу = f(x + Ax) — f(x) resulta 


A notação é usada para indicar a derivada de y = / 


х= Xp 


dx 


(x)em 
X = Xa: — et 
9 х|х = xp f Go 


Usaremos, ainda, a notação para indicar a fungáo derivada de 


df dx 
y=f(x): =f'. 
dx 
A derivada de y = f (х)) em x, será então indicada por 


TEO. уу 
--0):0)5--03) 
х):/ (x) p x) 


E e 2 (y 
dt dt 


Se a função f for dada por s = f(f), as notações 


serão usadas para indicar / (1). 
Pela definigáo de derivada 


ds _ As 
= lim — As = f(t + At) — f (t 
dí мәо At Зани f ) - f. 


EXEMPLO 1. Seja y = 5x? + x2. Calcule a derivada. 

Solucáo 

dy d 3 2 3 2 2 

— = — (5x +x) = (50 +x = 15x + 2x. 
dx dx 


Assim, 


Observe que о símbolo aplicado a 5x3 + x? indica a derivada de 5x? + 


1 ах 


x^, em relação а x. Da mesma forma, a notação (5х3 + x indica a derivada 


de 5х3 + х2, em relação а x. 


EXEMPLO 2. Calcule 


4 2-1 


Solução 
ds _ d 5 (| 5 . (5у(62-41)-582 +1у 
dt dtlt+1 2-1 (2-1) Е 
ou seja, 


Aqui as notacóes 5 с 
sa + 


- 
indicam a derivada de 1 em relaçãoa t. 


t? +1” 


EXEMPLO 3. Seja y = и?. Calcule + pela definigáo. 
^ 


du 


Solução 


Façamos Хи) = 42. Assim, 


i d = AA au? 
dy = ри) = lim Хи + Au) — ўи) _ на (и + Au) -ut _ T 
du Au — 0 Au Au 0 Au 
Assim, 
‚= и?— S u. п 
š du 
. 
EXEMPLO 4. Calcule. 
d.2 d 
a) — [x^ — 5x]. b) — [cos t]. 
dx l | а І 1 
4 а 
с) — [i — su]. d) — [u tg u]. 
du du 
Solução 


d 2 2 

а) — [х2 – 5х] = (х7 – 5х)' -2х- 5. 
ах 

b) 1: [cos | = (cos t)” = —sen t. 
dt 
d 

с) — ш? = 5и] = (2- 5и) = 2u — 5. 
du 


d А 2 
а "i [u tg u] = (u tg u)' = tg u + u sec“ u. п 
и 


EXEMPLO 5. Seja x = 2 sen t. Calcule. 


Solucáo 


ах а 
q) — = — (2 sen f) = 2t sen t + t? cos t. 
dt dt 


Assim, 


dx 
— = f(2sent + f cos t). 
dt 


É muito comum a notagáo y = y (x) para indicar uma função; observe que 
nesta notação a letra y está sendo usada para indicar a função e ao mesmo tempo 
a variável dependente. 


EXEMPLO 6. Sejam и = u (x) e v = v (x) funções deriváveis num mesmo 
conjunto 4. Segue das regras de derivação que para todo x em 4, tem-se 


dy du dv 
a)y-uctv — = “ ut v| = t 
H dx ах dx 
dy ar du ау 
b)y = ws — = (uv) = v+u М 
pee ах dx" dx "d 
du dv 
и dy а [и ОЕ 
с)у= == Н = X em todo x € А, com v (x) # 0. п 
v dx ах |v Ve 


EXEMPLO 7. Seja y = и? em que u — u (x) é uma função derivável. Verifique 
que 


Solução 


И AA T Hobart 
| ах ах ах 


EXEMPLO 8. Calcule 


Solução 


2 


, 


ах 


em que y = (2 + зх)?. 
ч 


Façamos и = x^ + 3x. Assim, 


Pelo exemplo anterior, 


segue que 


dv 


у= i2, em que u = x2 + 3x. 


= 2(х2 + 3x) (2x + 3). 
— [e-o <s 


——.o> >= 
du 


dx 


Observação. Vimos, no Exemplo 7, que sendo y = u2 


dy du 


resulta ы = 2и — 


com u = u (x) derivável, 


dy dy du 
@) — = = —X 


ах du ах 


аи 


esta regra 1), conhecida como regra da cadeia, é válida sempre que у = y (u) e u 
= y (x) forem deriváveis. 
Aseguir, provaremos (1) num caso particular. ш 


em que deve ser calculado em u = u (x). Provaremos mais adiante que 


EXEMPLO 9. (Regra da cadeia: um caso particular). Sejam у = Ди) e u = g(x) 
funções deriváveis e tais que, para todo x no domínio de g, g(x) pertença ao 
domínio de /: Suponhamos, ainda, que 


Au= g(x + Ax) — g(x) 40 


para todo x e x + Ax no domínio de g, com Ax #0. Nestas condicóes, a composta 
y = f(g(x)) é derivávele vale а regra da cadeia 


deve ser calculada ет u = g(x). 


Solução 
dy _ lim f(g(x + Ax) — f(g(x) 
dx Ах-э0 Ax 
Е f(x + Ах)- few) gx + Ax) — 2() 
Ar>0  g(x-tAx)- g(x) Ax | 
Temos 
: (x + Ах) — g(x 2 Аи _ du 
lim EA ық. шш SO = lim — : 
Ах->0 Ах Ax>0 A dx 


Fazendo Au = g(x + Ax) — g(x) resulta 


lim LEXFAD FE jm frt Au) fu) 
Ax20 — 2(х+ Ах) – g(x) Au=0 Au 


Ay ау 


Mer Au du 


deve ser calculada em и- g(x). Assim 


dy _ lim Ay Au _ dy du " 
dx А-0 Au ne Ax du ах” 


, 


Observação. De dy = f'(u) e ш = e'(x) 
du dx = 


temos, também, 


dy 
— = f'( '(x), и = g (x), 
+ f'(u) g (x), и = g (x) 


ou seja, 


LEI = f (g(x)) g' 6). 


| d^y d | ау | 
Seja у = f(x). Anotação 5 — = ——L | será usada 
ах“ dx (ах 


para indicar а derivada de segunda ordem de f em x, isto é, 
а?у 
dx? 
3 2 
а?у а (ағу 


dx? dx dx? 


EXEMPLO 10. Seja y — 3x3 — 6x + 2. Calcule 


— F X) A derivada de 3.* ordem será, também, indicada 


por e assim por diante. 
kJ 


d?y а?у 
а) dx? b) ах? |x = 0. 


Solução 


ах ах 


= 18x. 


ах“ x20 ` 


EXEMPLO 11. Seja y = Вх em que x = x (0 é uma função derivável até a 2.º 
ordem. Verifique que 


dy 2 3 dx X 
— = 2/7х 
dt dt 


2. 2 
ad Тар ар E 
4 dr? 


Solucáo 


а) Observe que x é uma função derivável de 7. Pela regra do produto, 


ou seja, 
dy 2 3 dx 
— = 3⁄“x + f" —. 
b) Temos: 

a y 4 
Фу алара Ж. Er capu Вой E LA EF 
dt^ dt dt t dt dt^ 
ou seja, 

2 2 

“у ах 23 
T «бєє әре» E 
ағ а= 


Exercicios 7.9 


1. Calcule a derivada. 


a)y = 50 46-1 


c)x= = 
Зааж! 
ucl 
ey- 
Inu 
gs=etgr 


Dy= Vu secu 


Dx=é cost 


4 
пу=—тг® 
3 


1 2 
pE- 5 mv“, m constante 


sr 3 
b)s=Nt+— 
1 
d)y = tcost 
Лх-2е 
3 
x” +1 
hy= 
sen x 
3 2 
pr==+—> 
m 


2 3 
т)и = 5у + АЖ 


o) E=—v2 


a b 
U= Tr ae b constantes 
же 23 


Seja y = —. Calcule. 


dy dy 
= b) + 
ах dx|x = 


Seja y = Px, em que x = x (f) é uma função derivável. Calcule 
dy 4 ах 

а= supondo — =2ex=3 
dt|t=1 dt|t = 1 


para t= 1 (isto é, x (1) = 3). 


Considere a funçào y = xP, na qual x = х(ї) é uma função derivável. 
dy dx 

- sabendo que = 3 e 
dt |t = 2 dt | t = 2 
que x (2) = 1 (isto é, x = 1 para t= 2). 
Considere а função Y = ————— „ па qual 1 = t (х) é uma 

ХЕ 
ау 


função  derivável. Calcule „ш sabendo que 


dxjx= 1 


Calcule 


dt 


dilx= 


está sendo olhado como função de x.) 
| dy 
Verifique que ү — + 2 у= 0 
5" . i . 
X dx 


= 4 e que t = 2 para x = 1. (Observe que t 


Seja у= 


Seja у = ------, k constante. Verifique 


dy 2 
— —xy=0. 
dx 
8. Calcule a derivada segunda. 
a) y= х3 +2x=3 
b) x=tsent 


1 
с)у = х! + — 


а y=tlnt 
€) x= elcost 
X 
EN 
ву - 
x 
7? 
4 ау ау 


Seja y = x? — 3x. Verifique que x : = 


10. 1 3, ) 
Seja y = — Verifique que X y 6 dy 


x dx 3 dx | 


һә 


11. 


“- 
Seja x = cos 1. Verifique que а x 4 g = 0 


dt? 


12. Seja y = ех соз х. Verifique 


que 


v 
ау ау 
1 5 Би” ai дийн 
ах“ ах 
js y = te”. 
ағу ау 
-—2— + у = 0. 
dt dt 


14. Suponha que y = y (г) seja derivável até a 2.º ordem. Verifique que 


Verifique que 


2 


d P dy dy 2 а у 
—|(т^-++г)——|=(2 1) — + + p) Dx: 
dr dr dr ағ“ 


15. Seja y = х2, em que x — x (1) é uma fungáo derivável até а 2^ ordem. 
Verifique que 


9 2 2 
ағу ах Hex 

2--2|--| + 2х —. 
dt^ dt dt^ 


16. Suponha que x = x (1) seja derivável até а 2.º ordem. Verifique que 


d d. lx d?. 
24023811 Е 
dt dt dt агт 


а ах | ах 2 dx 
р == = тод 
й dt dt аг“ 


7.10. REGRADA CADEIA PARA DERIVAÇÃO DE FUNÇÃO COMPOSTA 


Sejam y = f(x) e x = g (1) duas funções deriváveis, com Img C Df Nosso 


objetivo, a seguir, é provar que a composta Л (1) = /(2(1)) é derivável e que vale a 
regra da cadeia 


O h'(t) = f'(g (0) "0. t € D, 


Antes de passarmos à demonstragáo de (D, vejamos como fica а regra da 
cadeia na notagáo de Leibniz Temos 


dy dx 
— = , хзе--- g (t). 
do | S CE 


Sendo a composta dada por y = f(g(1)), segue de ®© que 


= f'(g (0) е” (t) 


dt 


ау 
T = f'(x) g (t). em que x = g (В. 


Assim, 


em que mem deve ser calculado em x = g(1). 


dx 


Suponhamos у = f(x) derivável em p, x = g(1) derivável em tp, com р = 2(0). 
e Img C Df Seja h (t) = e(d). Vamos provar que 


Л (t0) = (ё(0)) 8' 010). 


Para isto, consideremos a fungáo T dada рог 


To) = fp) + f (p) (x — p). 


Observe que o gráfico de T é a reta tangente ao gráfico de f em (p, f(p)). 
Temos 


Јо) = Т(х) + EQ) 


ой 
@ До) — ТФ) =f'ip) (x — p) + E w), x € Dr. 


em que Е (x) é o erro que se comete ao aproximar / (х) por T (x). Conforme 
vimos no Exemplo 8 da Segáo 72, E (x) = p (x) (x - p), x € Dg onde 


lim p(x) == 0 = Аа о 


х-эр 
= g(t0)e, em seguida, dividindo ambos os membros por t— tọ, (t # tp), obtemos 
())- (10)) , t) — g(t E(g(t 
f(g(t)) — f(g(to = f' (8 (10) 80)-800) , EM) 
t — to t — to t — to 
Temos 


š , t 1 , , 
lim Ге (19)) алая = Ў (2 (10) 8 (to). 


t — 10) 0 


Por outro lado, de E (x) = p (x) (x — p) segue E (g(1)) = p(g(0) (g() — g(t0))- 
Temos 


шп p(g())= lim р(х) = 


t— 0 х-эр 
Daí 
Я E(g(t ; t) — g (t ; 
lim Ele) _ lim p(g(r) - ¿07 840) -0 g'(to)= 0 
1219 t — to 12 9 1-10 
Portanto 
h'(f = lim ROA) _ tim LEO- f(s(to) = f'(g (10) 2' (to). 
1249 1-10 "> 1-1 


741. APLICAÇÕES DA REGRA DA CADEIA 


Pelo que vimos na seção anterior, sendo у = f(u) e и = g(x) deriváveis, com 
Img C Df então a derivada da composta y = f(g(x)) é dada por 


' 


dy 
di = f'e (x)) g'(x) 


ou 


Ре 
ФУ Z f'(u) g'(x), em que = g (х) 
ах 


d. du dx 
М 
em que —— deve ser calculada em u = g(x). 


du 


EXEMPLO 1. Calcule a derivada. 


a)y- e, 
b)y- sen 2. 


Solução 


a) у = e", em que u = Зх. Pela regra da cadeia 


b) у= sen x, em que x = 2. Pela терга da cadeia 


dy dy dx 


ou seja 


2 
— =2tcos t“. 


Poderíamos, também, ter obtido aplicando diretamente a fórmula 


4 


Ae] = f (e0) g'(D. Veja: 

ау 2 і > y 2 

— = [sen t^] = sen’ t^ (17) = 2tcost". п 
dt 

EXEMPLO 2. Calcule f (x), sendo 


a) f(x) = (3x2 + 03. 
b) f(x) = cos 3x. 


Solução 


2 


a)f(x)- и, em que и = 3x^ + 1. Temos 


Мысы Е.Ж ыы туны, 
аи ах 


ou seja, 
f (х) = 18x (3x2 + 12, 


b) f (x) = [cos 3х]' = соя 3x · (3x) =-3sen3x. ш 


EXEMPLO 3. Calcule _ sendo y = In (х2 +3). 
kJ 


dx 


Solução 


y-Inu,u- x23. 


d „Жү. э Ж. Шы. 


х du dx u 
ou seja, 
dy 2x 
— = 5 B 
dx 513 
EXEMPLO 4. Seja f: R — R uma função derivável e seja g(x) = f(cos x). 
T 1 
, , 
Саісше ---- | supondo — — 
ul g 3 up: f 5 4. 
- < 


Solução 


Pela regra da cadeia 
g'(x) = f (соз x) (cos x) 


ou seja, 


g'(x) = —sen x f (cos x). 


EXEMPLO 5. Suponha g derivável. Verifique que 


a) [e ? = SM g '(x). 


b) [Ing (х), = 8-9 


gx) 
с) [cos g (x)]' = — g'(x) sen g (x). 
d) [sen g (x)]' = g (х) cos g (x). 


Solugáo 


a) y = e, u = g(x). 


а e" g'(x), и = g (x), 
dx 


[e£ y =e8 (x) g'(x). 


b) y = Inu, u= g(x) 
dx du dx 


(c) e (d) ficam a seu cargo. m 


EXEMPLO 6. Seja у = x? e?*. Calcule a derivada. 
Solução 
Pela regra do produto, 


dy 
dx 
Como (х?)' = 2x e (e%y = e3X (3x)! = 30% resulta 


dy 
dx 


ou seja, 


D _ xe зу), 
dx 


EXEMPLO 7. Seja y = хе 2Х, Verifique que 


d?y dy 


ах“ ах 


Solucáo 


1, 
=— 2 (x)= 
и 


: 2 
— -Qxe* ae 


g'(x) 
g(x) 


Sol ama (х2)' e? 4: e (ey. 


Y +4% +ду=0. 


ау = —2 1 <= -3 
Lo НЭР: 2x L x (e 25! = 2х охе 2 


а?у —2x,1 95у -2 söy -2 
5 = [е ^] —[2хе ^] =-2e ^ — [2e ^ — 4хе ^] 
gs —2х —2x 
= —4e + 4хе ^7. 
Entáo 
dy 


+4 = + 4y= [74e ?* + Axe 2] +4 [e ?* - 2xe 25 + 4xe 2 
lx 


= —4e 725 + Aye 2 de Be e ^=0. ш 
2, 
EXEMPLO 8. Calcule * sendo y = cos 5х. 
dx? 
Solução 
dy 
— = —5 sen 5x. 
dx 
dy ; 
5 = —5 [sen 5x]' = —25 cos 5x. = 
ах“ 


, 


EXEMPLO 9. Calcule 5 


dx. 


4 e 
a) b) y=3 2 +3. 
x 


Solução 


ауути,и 5 

x^ +1 
dy 3 du х +1 х +1 | 
дш Z =4|5 > 
dx dx x^ +1 x^ +1 
Como 
| х+1 | e dal ҒА e 
x? +1 (х2 +1)? (x? + 1)? 
resulta 


3 > 
dy 4 х +1 —-X^-—2x-Fl 


ЖЕТІ NX ` 
dx x^ +1 (x^ +1) 
L 2 
b) yz из, emque u = x^ +3. 
dy 1-3 аш 1 -3 
D и 2522 (x2 +3) 3243). 
ах 3 d 3 
Assim 
dy 2x 
— = ЗГ, 5 — Ч B 
d 33/(x2 + 3)2 


EXEMPLO 10. Seja g derivável e n Z 0 inteiro. Verifique que 


а) [(g (9 = п (g (оу 71 e'o. 


b) [(g 6)!" 


1 mde а , 
= x (g(x)" р(х) (п > 2). 
H 


a) y = u”, u = g(x). 

dy d du -1 

кыс sen (ul) -- = nu" 8 (647 
а du dx 


dy n= 1 
— = n (g (x)) 
dx 8 


b) Fica а seu cargo. ш 


8 '(x). 


EXEMPLO 11. Seja f: R — R uma função derivável até a 2.º ordem е seja g 
dada por g(x) -/(х2). Calcule g” (2), supondo f (4) = 2 e f” (4) = 3. 
Solução 
а) = f (x2) (2 = 2х (3). 
g"(x) = px f o3 = Qxy у(х?) + 2x ror. 
Como [f (х2) = 102) (?y = '(х?) 2x, resulta 


g"(x) = 2 F 2) + 422). 


Entáo, 


8%(2)-2/(4)%16/(4) 


ou seja, 


87(2)-52. m 


EXEMPLO 12. A função diferenciável y = f(x) é tal que, para todo x € Dg 


xfx) + sen f(x) = 4. 


Mostre que 


= f(x) 
X t cos f(x) 


para todo x € Dg com x + cos f (x) #0. 


о) = 


Solugáo 
[х/(х) + senf(x)]' = 4. 
Ро! + [senfG)]' = 0. 
SO) + xf (x) + [cosf(x)] ` (x) = 0 
daí 
f(x) [x + cos /(х)] = —/(х), 
ош seja, 


—f(x) 
x + cos f(x) 


em todo x € Dycom xt*cosf(x) ZO. m 


Fx) = 


EXEMPLO 13. Seja y = xi, em que x = x(/) é uma função derivável até a 2.º 


ordem. Verifique que 


2 2 
ау ах » d2x 
— іа 6 --- + Зх“ 5 
dt^ dt dt^ 
Solugáo 
dy 2 а ЕН ах 
t dx са 
ou seja, 
dy Р) ах 
ге 3x4 E, 
dt dt 
e = pai Фе d ү HE ps e) 
dt^ dt dt dt dt dt \ dt 
Como 
d aha d (3х21 4х сайх ах é d (E)- 65 
dt dx dt dt аса dt^ 


resulta 


а?у — dx dx › d?x 
х x 


ou seja, 


Exercicios 7.11 


Determine a derivada. 


a)y = sen 4х 
ofc Ee 
е) у = sen A 
gx = Sn 


а 3 
1) у = (sen x + cos x) 


-1 
x+1 


D fG@)=3 


n)x = In (2 T3t + 9) 


р) у = зеп (cos x) 
r) f (x) = cos a + 3) 
Dy = tg 3x 


b) y = cos 5x 

d) f (x) = cos 8x 
fg (0 = In Qr 1) 
f(x) = cos e* 


у= үх 


—Sx 
туу-е ЭХ 


о)| (ху = es ы 
9:0 = C +31 


әу 4x + ех 
и) у = sec 3x 


Seja f: R — R derivávele seja g(1) =? + 1). Supondo f (2) = 5, calcule 


g'(1). 


Seja f: R — R derivável e seja g dada por g(x) = fe?*). Supondo /'(1) = 


2, calcule g'(0). 


Derive. 


de 
a)y = хе” 
c)y= e sen x 


2 
ejfe) e +1 (2х + 1) 


) cos 5х 
у= 

gen 2x 
Dyre" 


Му = (sen Зх + cos жу 

n)y = In x + 4x +1) 

py-xln (2х + 1) 

1) y = In (sec x + tg x) 
cos x 


D) f) =— 
S 


en? x 


Calcule a derivada segunda. 


a)y = sen 5t 
с) X = sen wt, w constante 

2 
ey-e* 

5 
у= (+1) 
Dy- e e 

x 
Dy= 
х +1 
уз зеп 3х 
п) у= 
2 E 


р) y = sen (cos x) 
1 


r) y = хех 


D g( = qt? +3 


b) y = e cos 2х 
-2 
d)y =e” sen3t 


to prt 


e 
@= = 
De el et 


h)fQ) = (e “+ er 
2 di 
7809) = e“ mA + 4x) 


m) y= Ver +e 


Ь) у = cos 41 
ау= ¿ra 


Лу 


Dy= cos 2x 
3x+1 
m) y=—— 
Же 
0)y=xe 2% 
4х+5 
4) f) =— 
xe 
2 
T x" 
s) y 2———— 
Ë x2+x+1 


u) y=xYx+2 


Seja g : & — R uma função diferenciável e seja f dada por f(x) = x g 


(2). Verifique que 


f G) = g(x2) +2? g' (x3). 


11. 


- Determine a de 


- Determine a de 


Seja g : R — R uma função diferenciável e seja f dada por f(x) = x g 
(х2). Calcule f (1) supondo g(1) = 4 e g'(1) = 2. 


Seja g : R — R diferenciável tal que g(1) = 2 e g'(1) = 3. Calcule f (0), 


sendo f dada por f(x) = e* g (3x + 1). 


Seja f: R — R derivável até a 2.º ordem 
Verifique que 


e seja g dada por g(x) = fe”). 


g"(x) = 4e?* [f (02%) + e? fe], 


2] 


Seja y = ex, Verifique que ( у = 4 y= 
y s | 


ах 
Seja 
Э 
ағу 


5 
ах“ 


Y 


modo que y 
8! 

ағу 

— -4=0. 
ах“ 


modo que 


dy 


y 


г 
d^y 


Verifique que 
е0Х verifique а equação 
e% verifique a equação 


--5--3-- + 2у = 0. 


ах“ ах 


constantes. Verifique que 


* Seja у = е0, em que a é uma raiz da equação 22 + а + b= 0, com ae b 


а 2 y d у 
— + a— + by = 0. 
dx“ dx 


15. Seja g uma funçào derivável. Verifique que 


а) [tggQ)]' = sec? g(x) ' g'(x) 

b) [sec g(x)] = sec g(x) tg g) - g'(x) 

€) [софв(х)]' = —cosec2 gx) - (х) 

d) [cosec g(x)]' = —cosec g(x) сов g(x) : g'(x) 


16. Derive. 


a) y=tg3x 
b) у= sec 4х 
с) y = cotg m 

d) y=sec (tg x) 

€) у= sec x? 

Л у-ев,2 

g) y= соѕес 2x 

h) y= x tg 4x 

i) у= ln (sec 3x + tg 3x) 
D y = e-x вес x 

D) y= (х2 + cotg x2 
m) у= х2 tg 2x 


17. Seja y = cos wt, о constante. Verifique que 


12у 
а2у 
dt^ 


18. Seja у = e Í cos 2t. Verifique que 


а?у ау 
242% + 5у=0. 


dt^ dt 


Seja y = ———, Verifique que 


4) 
1 dy dy d^y 
< (2 "JEDE 3 
dx : 


ах 
шз | 2 Verifique que 
уд deb 


22. Seja y = y (x) definida no intervalo aberto / e tal que, para todo x em /, 


dy > > 
Ру, 


ах 


Verifique que, para todo x em 7, 


2 
ау 


№) 
ах“ 


23. Seja y = f(x) uma função derivável num intervalo aberto /, com 1 € 1. 


Suponha /(1) = 1 e que, para todo x em /, f (х) = x + Von. 


Э 
= 2x + 2x “y + 23. 


a) Mostre que /Қх) existe para todo x em /. 
b) Calcule f"(1). 


c) Determine a equacáo da reta tangente ao gráfico de f no ponto de 
abscissa 1. 


24. Seja y = y (г) derivável até а 2.* ordem. Verifique que 
47 2 
d í ə dy dy ә Яу 
И +y 
dr dr dr ағ“ 


25. 1 
Seja y = — 
Р ” 
x41 


e derivável em R. Verifique que, para todo t real, 
dy ә dx 
— == — 


4 а” 
26. 4 


em que x = x (1) é uma função definida 
` 


Seja y = — „ем que x = x (f) é uma funcáo derivável num 
X 
intervalo aberto Z. Suponha que, para todo г ет Г, 
dx 


X (1) = 0 е — = B. B constante. Verifique que 
dt 


азу _ sg? 


^ . 
dt^ x? 
24 


27. Seja fuma função diferenciável e suponha que, para todo x € Dg 3x 
(х) = 2. Мовіге que 

x бх + sen f(x) 

y (x) = — —— L para todo x є 


х cos f (x) 


x sen 


Dg com x cos f(x) #0. 


28. A função diferenciável y = f(x) é tal que, para todo x € Df о ponto (x, / 


(х)) é solugáo da equagáo ху? + 2xy? + x = 4. Sabe-se que /(1) = 1. 
Calcule 7 (1). 


29. Seja f: ]-r. r[ — R uma função derivável. Prove 
а) Se ffor uma fungáo impar, entáo f será par. 


b) Se ffor função par, então f será impar. 


30. Seja g : R — R uma função diferenciável tal que g(2) = 2 e g'(2) = 2. 
Calcule Н' (2), sendo Н dada por H (x) = g(g(g(x))). 


712. DERIVADA DE f (9809 


Sejam fe g duas funções deriváveis num mesmo conjunto 4, com f(x) > 0 
para todo x € 4. Consideremos a função definida em 4 e dada por 


y, 
Aplicando In aos dois membros obtemos 
In y = g(x) In f(x) 
e, assim, 


у= eg О) nf, 


ou seja, 
FE = ев GO n fO). 
Entáo, 


[feos = es 00) Ш f(x) Ге(х) In foo 


e, portanto, 


| (ху869| = [638 teo) In f Ger 


EXEMPLO 1. Calcule a derivada. 


a) y 7 x*. 
b)y-3*. 


Solução 
a) x” = e* hx, 
QFY = eX DY x In x)! = x* (In x + D, 
ou seja, 
(y = (1 + Inx). 
Б) Зх = ex In 3, 
(3х) = e I3 (х In 3). 
Como In 3 é constante, (x In 3)' =x" In 3 = In 3. Assim, 


(35) -3*In3. m 


EXEMPLO 2. Seja a > 0, а Z 1, constante. Mostre que, para todo х, 


(а) = ах In a. 


Solução 
ах = ех Ina 
(Ay = ех а(х ша)’. 
Como (x ша) = x' Ina = In a, resulta 
а= а ша. m 
EXEMPLO 3. Seja а uma constante real qualquer. Mostre que, para todo x > 0, 


(x5) = ax*- 1. 


Solução 
y%= ea ln x 
(х®' = ей ШХ (q In xy. 
Sendo a constante 


A ВИ. 
(a In x) = а(шх)’ = —.Asm, 


а 
(“Уа ахо! u 
Ж 


EXEMPLO 4. Calcule a derivada. 


a)f(x) = x? 


b) y = 8* + logo x. 


Solução 


a)f' (x) = 42 14271, x » 0. 


b) Pela fórmula de mudanga de base, 


lo — 27 МЕ 
Т SS 


Entáo, 
х NC. 1 
(8 + log, x) = 8 In8+ ——. п 
x In 2 
Exercicios 7.12 
1. Calcule a derivada. 
х х2 2x 
a)f(x) = 5 + logzx b)y=7 +37 
2х+1 2 х 
с)в(5)-3 + log, (x^ + 1) d) у= Qx + 1) 
e) f o) = xn f) 80) = (3 + cosa" 
g)y = X'senx my= +! 
i) y =(1 + i) ', i constante p ys10'- 107 
Dy-(2-sen Ху ы m) y=In(l + х) 
1 x 
my=(1+2) 0) ух" 
х 
ру= х" + m° 4) у= + x * 


2. Sejam fe g deriváveis em 4, com f (x) > 0 em 4. Verifique que, para 
todo x em A, 


[£095 9 ]' = f (89? g'(x) In f(x) + g(x) f G98 9? f'a). 
[MU TE VUE SEU MU ap Ve 
© © 


Observe: (1) ё a derivada de /(х)20), supondo f constante; @ é a derivada de / 
(x)8C9, supondo g constante. 


3. Utilizando о resultado obtido по Exercício 2, calcule a derivada. 


1 uw 
a)yy = (x + 2y b) y=(1+ e*)* 
с 2 
c) y = (4 + sen Зх)" d) у= (x +3)" 
2 > 
e) y=(3+m)"”” Лу- (+ 1)” 


7.13. DERIVAÇÃO DE FUNÇÃO DADA IMPLICITAMENTE 


Consideremos uma equação nas variáveis x e y. Dizemos que uma função y = 
f(x) é dada implicitamente por tal equação se, para todo x no domínio de / o 
ponto (x, f(x)) for solução da equação. 


o 


EXEMPLO 1. Seja a equação x2 + y2 = 1. A função y= Ч = x? 


dada implicitamente pela equação, pois, para todo x em [- 1, 1], 
x + (L x= y> =1, 


Observe que a funçào y = — 


. \ 


implicitamente por tal equagáo. 


| [ 
| 1 A x? é, também, dada 


EXEMPLO 2. Determine uma função que seja dada implicitamente pela 
equação y? +xy-1=0. 


Solução 


7 . 
y+xy-1=06s0 y шинэ: a 


A função 


. x € R. 


é dada implicitamente pela equação. É claro que 


Di ысты. 
== ia 
у= — x € R. 


é outra função dada implicitamente por tal equação. ш 


EXEMPLO 3. Mostre que existe uma única função y = f (x), definida em R, e 
dada implicitamente pela equação y? + y = x. Calcule f(0), 10) e Х-2). 


Solução 


A função g(y) = уЗ + y é estritamente crescente em R (verifique), contínua, 
com 
: 3 : 3 
lim (y +уу=+=е lim (y +y)= —%. 
y>+0 y >-0 
Segue do teorema do valor intermediário que para cada x real existe ao menos 
um número y tal que 


@) уз + у=х. 


Como 6 6 estritamente crescente, tal Y é o único número real satisfazendo 


CD. A função f, definida em R, e que a cada x associa f(x), em que f(x) é o único 
realtal que 


(7608 (а) = x, 
é a única função definida em R e dada implicitamente pela equação. 


Cálculo de (0) 


[HOP + 0) = 0 = (0) [000))2 + 1] = 0; 
assim, 
Л0)-0 
Cálculo de f (10) 
11013 + (10) = 10 


deste modo, (10) é raiz da equagáo y + y = 10. Como y = 2 é a única raiz, 
resulta (10) = 2. 


Cálculo de f(-2) 


Д-—2) é a única raiz da equação y3 + y =-2. Assim, 


f-2)--1. m 


EXEMPLO 4. Seja y = f(x), x € R, a função dada implicitamente pela equação 


y + y = x. Suponha que fseja derivável. 


a) Mostre que f'(x) dl —, 
| 31709841 


Б) Determine a equagáo da reta tangente ao gráfico de /по роп (10, (10)). 


Solução 


a) Como у = f (x) é dada implicitamente pela equação уЗ + y = х, segue que, 
para todo x, 


(ОВ + (х) = x 


daí 


d 
= + = — 
E і [CF (o)? 12031 FE (x) 


Assim, 
зро) уо) +70) =1 


e, portanto, 


Род- z 


31798 +1 


Poderíamos, também, ter chegado a este resultado trabalhando diretamente 


com a equação y? Жутх: 


" a d 
—[у? + у| = —Ix 
E Iz F9 d ] 


de ea 
d. dx 


e, portanto, 


ау 1 
Ни —. 
dx 3у4-1 

b) A equação da reta tangente ao gráfico de fem (10, (10)) é: 


y 10) = f (10) (х— 10) 


f(10)=2 (veja exemplo anterior) 


| | 
'(40) = ——— ——— = —. 
EIS 3[f(10P +1 13 


Substituindo na equagáo acima, obtemos 
1 1 16 
у-2---(х- 10)0u y = — x + —. 
13 | 13 13 


EXEMPLO 5. A função у = f (x), y > 0, é dada implicitamente pela equação x 


y? = 4. 
a) Determine f(x). 
Ч 
5) Mostre que X + y — = 0 para todo x no dominio de /: 
We ч 
ах 
) 


с) Calcule —* 


dx 


Solução 


a) х? + y? =4>у= + 44 — х?. 
Сото 2 > 0, resulta 

О) = (4-х2,-2<х<2. 

b) Para todo х по domínio de f 


ел us a 
— [12 + y2] = [4]. 
r” yl ты 


d 2 d г 2. dy dy 
— 155 ope = — = 2y —. 
= БА ET [У l gres 


vem 


Exc y LPS 0, 
dx 


ou seja, 


ау 
x+ y— = 0. 
dx 
dy dy x 
c) De Xx -- ү de w 0 obtemos 4 — à 
_ dx х у 


Assim, 


ау = 


“Fº pois, y [4 — x? п 
T > 5, y= y x^. 
dx ү4-х ` 3 
7h CE 
Consideremos a equação sen у = x. No intervalo | — —, — |: 
E É 


função sen y é estritamente crescente e contínua. Assim, para cada x € [-1, 1] 


T T 


existe um único y c = ---- —— [tal que sen y = х. Pois bem, a 


- ` 


fungáo y = y (x) definida implicitamente por essa equação e que a cada x € [-1, 


тот 


1] associa 1) — —_ ---- |é denominada função arco-seno е 
“ с 


2 u 
т т 


é indicada por у = агсвеп х. Assim, para y = ——, — |, 


! 2 2 


- - 
sen y — x €? y — arcsen x. 


Observe que o domínio da funcáo arcsen é o intervalo [-1, 1] e a imagem o 


тот 


intervalo | — ——  —— No próximo exemplo, vamos calcular a 
. 


derivada de у = агсвеп х supondo que tal derivada exista. (Veremos mais adiante 
que y = arcsen x é de fato derivável em ]- 1, 1[.) 


EXEMPLO 6. Supondo que у = arcsen x seja derivável em |-1, Ц, calcule 


Solução 


q T 
у = агсзепх < senyp=x| — — = y = dione. 
2 ` 2 


d d 
— [sen y] =— [zx] 
dx dx 
(cos y) 2 = 
dx 
dy 1 т т 
e, portanto, У == 4 — — © y 222 --- 
dx созу 2 


2 2 тот 
cos y + sen у= leyE FEE 
2 4 


| y. = 
segue cos y = V ] -— sen“ y я Lembrando que sen у = 


x, resulta 


== 1, 


(arcsen x) = -> -1«х«1 


Consideremos, agora, a equação tg у = x. Мо intervalo 


— — — a função tg y é estritamente crescente e contínua. 
` 


2 2 


Além disto, 

lim у= тее lim  tgy=-— ce. 
т 
y pi y === 
2 š 2 

Segue que para cada х е R existe um único 


T T 


ү = ------- —| talquetgy=x. A funçào y = y (x) definida 


` 


o - 
implicitamente рог essa equação е que a cada x € associa 


ana m 


v — ЖЕ, өзегі é denominada função arco-tangente e é 
| 2 2 

тот 
indicada por у = arctg x. Assim, para y = — pz к=. 

2 2 


ву=х P y=arctgx. m 


No próximo exemplo, vamos calcular a derivada de y = arctg x supondo que 
tal derivada exista. (Veremos mais adiante que y = arctg x é derivável em R.) 


EXEMPLO 7. Supondo у = arctg х derivável em R, calcule _ 


Solugáo 


п п 
y=artgx e ву=х| —— < y Яс: Ei Ж. 
2 o. 2 


Temos 
d d 
— [tg y] = — [х] 
dx dx 
daí 
> ау 
(ѕес у) — = 1 
ах 
ау l Эн” 
e, portanto, = ,Lembrando que sec“y = 1 + tg“ y e 


=—— 
dx sec” y 


tg y = х, resulta 


Assim 


b) y= 3larcsen x 
Solução 


1) Você aprendeu na seção anterior como derivar tal função. Vejamos, agora, 
outro processo para derivá-la. 


¡emy 
y=x* Фшу=х?1шх(х> 0) 


3 
o que significa que у = x” é dada implicitamente por In y = x? In x. Temos 


d d 
— [In y] = — [xš In x 
гз [In y] dx [ ] 


daí 
, 
Y 3 l 
= = 342 ]n x + x3 - — 
y x 
ои seja, 


y' =y [3х2 Inx + х2]. 


Portanto, 


; 3 
2 = хх [3x2 In x + x? ІР 


2 | 3 
у = \агсѕеп x <>у = arcsen x. 
Assim, a fungáo y = 3 агсзеп Ж é dada implicitamente por 


y = arcsen x. Temos 


[1o E [aresen x] 


daí 
d 1 
зу? A Ж 
ах 4 — х2 


35 (aresen x)? + Л _ 2 
Exercicios 7.13 


1. Suponha que y = f(x) seja uma funçào derivável e dada implicitamente 
pela equaçào 


xy2+y+x=1. 


Э 
. =| =| pix) 
Mostre que T '(x) = 261007 em todo 
2xf (x) +1 
хе Dfcom 2x х) + 1 £0. ` 


2. Determine uma função y = f(x) que seja dada implicitamente pela 


equação ху? +у+х= 1, 


3. A função y = f(x) ё dada implicitamente pela equação xy + 3 = 2x. 


dy dy 


Mostre que E — = 2 — y, Calcule ы 


ах dx |x —2 


4. dy 


Expresse —— em termos de x e de y, em que y = f(x) é uma função 


dx 


diferenciável dada implicitamente pela equacáo 


а),2-у2-4 

b) y3 + 2y=x+4 
с) ху2-2у-3 
4),5-у-х 

€) х2 + 4y2=3 

p xytyl-x 


8) у2+у2+2у=0 
h) х2у3 +ху=2 

i) xe) + ху= 3 

D y+in(2+ y?)=4 
D Sy + cos y = xy 


m)2y + sen y = x 


5. A função y = f(x), y > 0, ё dada implicitamente por х2 + 4у2 = 2. 
Determine a equagáo da reta tangente ao gráfico de f no ponto de 


abscissa 1. 


6. Determine a equagáo da reta tangente á elipse 
2 


* y y 
3 МЕ s = ] „по ponto (x0,y0),y0 #0. 
a^ b" 


7. Verifique que yox *xoy = 2 é a equação da reta tangente à curva ху = 1 
no ponto (х0), y0), хо > 0. Conclua que (хо, ур) é o ponto médio do 
segmento AB, em que А e В são as interseções da reta tangente, em (xp, 
y0), com os eixos coordenados. 


8. Suponha que y = f (x) seja uma função derivável dada implicitamente 


pela equação y? * 2xy? + x = 4. Suponha, ainda, que 1 € Df 


a) Calcule Д1). 
b) Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de 
abscissa 1. 


xp > 0 e yo > 0, intercepta os eixos x e y nos pontos 4 e B, 
respectivamente. Mostre que а distância de 4 e В não depende de (xp, 


yo). 


10. A reta tangente à curva xy — х2= 1 по ponto (хо), y0), хо > 0, intercepta 
о eixo y no ponto В. Mostre que a área do triángulo de vértices (0, 0), 


(x0, уо) e B nào depende de (xo, уо). 


11. A função y = f (x) é dada implicitamente pela equação 3y2 + 2xy — х2- 
3. Sabe-se que, para todo x € Df f (x) > 0 e que f admite uma reta 
tangente T paralela à reta 5y — x = 2. Determine T. 


7.14. 4 


` 
INTERPRETAÇÃO DE А, COMO ОМ О UOCIENTE. 


ах 


DIFERENCIAL 


dy 


— tem sido visto como uma simples notação para a derivada de 
dx 
dy 


y = f(x). O que faremos a seguir é interpretar = como um quociente entre 


dx 


dois acréscimos. Inicialmente, vamos olhar para dx como um acréscimo em x e, 
em seguida, procuraremos uma interpretação para o acréscimo dy. 
Sabemos que f (x) é o coeficiente angular da reta tangente Т, no ponto (x, / 
, 


Até aqui, 


(x)), e que - — f Л X) Se olharmos, entào, para dy como o 


dx 


acréscimo na ordenada da reta tangente Т; correspondente ao acréscimo dx em x, 
, 


teremos = f'(x). 
dx 


y 


f(x + dx) 


у=]/(х) 


ой 


dy = f (x) dx 


Observe que 
Ay =/(х + dx) - f(x) 


€ o acréscimo que a funcáo sofre quando se passa de x a x + dx. О acréscimo dy 
pode entáo ser olhado como um valor aproximado para Ay; evidentemente, o 
erro ^Ay — dy" que se comete na aproximacáo de Ay por dy será tanto menor 
quanto menor for dx. 

Fixado x, podemos olhar para a função linear que а cada dx € R, associa dy 
€ R, em que dy = f (x)dx. Tal função denomina-se diferencial de f em x, ou, 
simplesmente, diferencial de y = f (x). 


EXEMPLO 1. Seja y = x2. Relacione Ay com dy. 


Solucáo 


ау 
ах 


Assim, a diferencial de y = x 


dy =2x dx. 


Por outro lado 


= (1%) = 2x. 


2 é dada por 


Ay = (x + ах)? -x2 


ou seja, 
Лу = 2х dx + (dx)? 


e, portanto, Ay — dy = (ах)?. Observe que, quanto menor for dx, mais próximo 
estará dy de Ay. ш 


EXEMPLO 2. Seja 4 = 71”. Calcule a diferencial de А = А (ғ). Interprete. 


Solução 


LO A'(r) = 27r. 
dr 
A diferencial de А = лт? é dada рог 
dA = яг dr. 


Interpretação 


A= ni? é a fórmula que nos fornece a área de um círculo em fungáo do raio 
г; dA = 2zr dr é então um valor aproximado para o acréscimo АА na área 4 
correspondente ao acréscimo dr em r. 


Observe que ЛА é а área da região hachurada e que dA = 2лғ dr é a área de 
um retángulo de comprimento 2zr (2zr é o comprimento da circunferéncia de 
raio г) e altura dr. Vamos calcular o erro que se comete na aproximação 


Q AA = 27r dr. 


АА = a(r + dr)? — ar? = 2ar dr + т (dr)? 


daí 
ЛА — аА = z (dr2. 


Deste modo, o erro que se comete na aproximação (D é igual a л (ary, que é 
a área de um círculo de raio dr. ш 


EXEMPLO 3. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para о 


acréscimo Ay que a fungáo y = x? sofre quando se passa de x = la 1 + dx = 


1,001. Calcule o erro. 


Solucáo 


A diferencial de y — x2, ет х, 6: 


dy = 2x dx. 


Emx=1 
dy = 2dx. 


Como dx = 0,001, resulta que 


ау = 0,002 
é um valor aproximado рага o acréscimo 
лу = (1,0012 - 12. 


O erro que se comete na aproximação Лу = ау é igual а 0,000001. Observe 
que 1 + dy = 1,002 é um valor aproximado para (10019, com erro igual a 
76 
10, m 


EXEMPLO 4. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para 


ү L 0 1 1 Avalie о erro. 


Solução 


Consideremos a função у = y X Primeiro vamos calcular dy 


para x = 1 e dx = 0,01. 
y 


Temos: 


Em х= 1, 


dy = 1 
dia 
0,01 


ах. 


Portanto, dv — =<... 0.005 para dx = 0,01. Assim, 1 
` 2 


- 


+ dy = 1,005 é um valor aproximado (por excesso) de / 1 01 Сото 
МА 


1,004 ё um valor aproximado por falta ((1,004)2 < 1,01) segue que 


/1,01 = 1,005 


com erro, em módulo, inferior a 0,001. m 


Exercicios 7.14 


1. 


Calcule a diferencial. 
a) y= х3 

b) у= х2 —2x 

с) X 


у= — . 
x +1 
d __ 3f. 
у= Хх 


Seja A = Ê, 1> 0. 


a) Calcule a diferencial. 
b) Interprete geometricamente o erro que se comete na aproximação de 


ДА por dA. (Olhe para А = Ê como a fórmula para o cálculo da área 
do quadrado de lado /.) 


3. 4 3 
Sja У = х т.ғ >0. 


а) Calcule a diferencial. 
b) Interprete geometricamente dV. (Lembre-se de que V é o volume da 


esfera de raio re que 412 é a área da superfície esférica de raio ғ.) 


2 


Seja y = x^ + 3x. 


a) Calcule a diferencial. 


Б) Calcule o erro que se comete na aproximação de Ay por dy. Interprete 
graficamente. 


7.15. VELOCIDADE E ACELERAÇÃO. TAXA DE VARIAÇÃO 


Suponhamos que uma partícula se desloca sobre o eixo x com função de 
posição x = ft). Isto significa dizer que a função f fornece a cada instante а 
posição шэн Es p na n A velocidade média da partícula entre os 
instantes é definida pelo quociente 


T (t + At) — f) 
At 


deslocamento da partícula entre os instantes te t+ At. A velocidade da partícula 
no instante t é definida como em que a derivada (caso exista) de fem f, isto é: 


em que Ax = ft + At) — Дй é o 


dx . 
v (1) = — = f (t). 
dt 


Assim, pela definigáo de derivada, 


" цэл) нх БҮР 
Ar— 0 Ar 


А aceleração no instante t é definida como em que a derivada em ¿da função у = 


v (0: 


: v(t + At) — v(t) 
a (1) = lim ye rat Vim) 
Ar>0 At 

y (f + At) — v(t) 


O quociente >> é a aceleração média 


At 


entre os instantes te t+ At. 


EXEMPLO 1. Uma partícula move-se sobre o eixo x de modo que no instante / а 


posição x é dada por x = 2, t> 0, em que x é dado em metros e tem segundos. 


1) Determine as posições ocupadas pela partícula nos instantes (= 0, t= 1 e t= 2. 
э) Quala velocidade no instante 1? 
2) Quala aceleração no instante £? 


1) Esboce o gráfico da função de posição. 


Solução 


» dx 
dt 
“dx dy 


= = ^) Aaceleração no instante гё 


= 2t A velocidade no instante t é v (1) = 2t (m/s). 
=. 


ад а 


a (i) = 2 (m/s?) 


A aceleracáo é constante e igual а 2. 


EXEMPLO 2. Uma partícula move-se sobre o eixo x de modo que no instante ѓа 
posição x é dada por x = cos 31, t > 0. Suponha x dado em metros e t em 
segundos. 


1) Determine as ровісбев ocupadas pela partícula nos instantes / = 0, 


t = . Í = нак | 


›) Quala velocidade no instante 1? 
2) Quala aceleração no instante £? 


1) Esboce o gráfico da fungáo de posigáo. 


Solução 


-1 0 1 
m Rm ыз 
e=" t 6 t 0 


A partícula executa um movimento de “vaivém” entre as posições —1 e 1. 


» dx 


—=— ЕСІ 3tou v (f) = —3 sen 31 (m/s). 


а! 
? d?x 


dt? 


Observe que a aceleragáo é proporcional à posigáo, com coeficiente de 


d^x 


proporcionalidade —9, istoé,________—= — 9 x 


ше -- 9 cos 3t ou a (1) = —9 cos 3t (m/s2). 


EXEMPLO 3. Um ponto move-se ao longo do gráfico de y — x2 + 1 de tal modo 
que a sua abscissa x varia a uma velocidade constante de 3 (cm/s). Qual é, 
quando x — 4 (cm), a velocidade da ordenada y? 


Solução 


Façamos, por um momento, x = g(f) e seja 40) o instante em que x = 4, і é, 
8(10) = 4. O que se quer então é a velocidade da abscissa y no instante (0), ou seja, 


dy 


2 


Como у = x^ + 1, pela regra da cadeia, 


Como 


= 3 m 6x Como x = 4 para t= tọ, resulta 


dt dt 
ау 
dt |! = to 


Deste modo, para x = 4, a velocidade da e y será 24 (cm/s). 
Seja a função (x). A razáo 


f (x + Ax) — f (ху. 
Ах 
entre х е х + Ах. A derivada de /; em x, é também denominada taxa de уатїасйо 


dy 
= dx 


Seja Ay = f(x + Ax) — f(x); para Ax suficientemente pequeno 


= 24 (cm/s). 


é a taxa média de variação de f 


de / em x. Referir-nos-emos a como a taxa de variação de y em relação 


Ay = f (x) Ax. 


Assim, para Ах suficientemente pequeno, a variação ^y em y é 
aproximadamente f (x) vezes a variação Ax em x. т 


EXEMPLO 4. O raio r de uma esfera está variando, com o tempo, а uma taxa 
constante de 5 (m/s). Com que taxa estará variando o volume da esfera no 
instante em que r = 2 (m)? 


Solução 


Seja 10 o instante em que г = 2. Queremos calcular 


dV + 


Е Sabemos que = — тг? Pela regra 


“аг t= to 3 


da cadeia 


Como = Атг“ е — {з 5 resulta 


Рага 1 = 10» r = 2: logo, 


dV 
dt t= 10 


r= 2, о volume estará variando a uma taxa de 807 (m/s). = 


= 807 (m/s). No instante em que 


EXEMPLO 5. Um ponto P move-se sobre a elipse 4x2 + y? = 1. Sabe-se que as 
coordenadas x (1) e y(t) de P são funções definidas e deriváveis num intervalo /. 
Verifique que 


em todo t € /, com y (f) #0. 


Solução 


d А » d 
— [4x* + y^] = — (1). 
dt | »] dt 


Como 
(4х?) = Б (4?) 2 = 8х dr e а = 4 0%) Ф = 2у 29 
dt dx dt dt а” ау 4 ` dt 
resulta 
dx dy 
8x — + 2y di = 0 
e, portanto, 


em (000г Є /,com y (0) #0. ш 


EXEMPLO 6. A função x = /(0), t € I, é derivável até a 2.º ordem no intervalo 
aberto / е seu gráfico tem o seguinte aspecto 


1 


O que é mais razoável esperar que ocorra: f'(1) < 0 em / ou f"(t) >0 em 7? 


Solução 


Vamos pensar cinematicamente. À medida que o tempo aumenta, a partícula, 
em intervalos de tempos iguais, percorre espaços cada vez maiores, o que 
significa que a velocidade está aumentando, logo, é razoável esperar que a 
aceleração seja positiva em 1, ou seja, (1) 2 0 em 1. 


Exercícios 7.15 


Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = 3 + 
2t- 2,1>0. 


a) Quala velocidade no instante 1? 

b) Qual a aceleração no instante 1? 

c) Estude a variação do sinal de v (1). 

d) Esboce o gráfico da função de posição. 


Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição 


1 
x —#+1,120. 
2 


- 


а) Determine a velocidade no instante 1. 
b) Qual a aceleração no instante 1? 
с) Esboce o gráfico da fungáo de posigáo. 


Aposigáo de uma partícula que se desloca ao longo do eixo x depende do 


tempo de acordo com a equagáo x = -P+ 32, 120. 


а) Estude о sinal de у (1). 
b) Estude o sinal de a (1). 


c) . 3 2 
Саїсше lim ( —Í + ЗЕ ). 

Г-э 4-00 

4) Esboce o gráfico da fungáo x = -B+ 32, 1>0 


Seja x fo, t > 0 ш qe 0 = 1 

dx ax 

— a 0 e — В-д () para 1> 0. Como уосё acha 
> 

dt dt^ 


que deve ser o gráfico de /? Por qué? 


A função x = ДЭ, t € I, é derivável até a 2.º ordem no intervalo aberto / 
e seu gráfico tem o seguinte aspecto 


1 


O que é mais razoável esperar que ocorra: f'(1) 50 ou f'(1) > 0 em 7? Por 
qué? 


6. Seja x = fñ, t > 0, tal que Д0) = 1 e (1) = 2. Suponha, ainda, que 


dx 

— 20 рага 1 > 0; 

4, 2 
X 

y <0рша0<1<1е 


Como você acha que deve ser o gráfico de f Por quê? 


> 0 рага > 1. 


de 


7. Seja fl) = +32. 


a) Estude o sinal de f (1). 
b) Estude o sinal de /"(1). 


1274 3 2 | 3 2 
lim (f +3f)e lim (f +37). 
t — +00 1 –%0 


а) Utilizando as informagóes асіта, esboce o gráfico de /: 


Seja f (t — ээмэг 

y / Э * 
[^ +4 
a) Estude o sinal de f (0. 


b) Estude o sinal de f(1). 
c) Calcule 


; t : t 
lim -5--9 lim 5 š 
Ею £ Á оу +4 
d) Utilizando as informações acima, esboce o gráfico de f. 


9. Aposigáo de uma partícula que se desloca ao longo do eixo x varia com 

о tempo segundo a equagáo 
vo —kt 

х---(1-е %),1>0, cn eres 


sáo constantes estritamente positivas. 


а) Qual a velocidade no instante £? 


b) Com argumentos físicos, justifique a afirmação: “а função é 
estritamente crescente”. 
с) Quala aceleração no instante 1? 


d) Com argumentos físicos, justifique a afirmação: “o gráfico da função 
tem a concavidade voltada para baixo”. 


. '0 - 
Calcule 1 Im Тара =. ( 1 — E ) . 
г +0 К 


f) Esboce o gráfico da fungáo. 


e) 


10. A equagáo do movimento de uma partícula que se desloca ao longo do 
eixoxéx- e sent tz 0. 
а) Determine a velocidade e a aceleragáo no instante f. 
b) . = 
cx Ша е sent. 
t +0 
с) Esboce o gráfico da fungáo. 
d) Interprete tal movimento. 


11. 


16. 


` Um ponto move-se sobre a semicircunferéncia x 


2 


Um ponto P move-se sobre a parábola y — 3x^ — 2x. Suponha que as 


dx 


coordenadas x (1) e y (1) de Р são deriváveis e que 


dt 


Pergunta-se: em que ponto da parábola a velocidade da ordenada y de P 
é o triplo da velocidade da abscissa x de P? 


-2 2 
2.11 
de tal modo que a sua abscissa х varia а uma velocidade constante de 5 

(m/s). Qual a velocidade de y no instante em que x = 10 m? 


Um ponto P move-se ao longo do gráfico de y = 


.Um ponto desloca-se sobre а hipérbole ху = 4 de tal modo que а 


dy 


velocidade de y é — = B. В constante. Mostre que а 


dt N 
dex B^ 4 
dt? 8 


aceleragáo da abscissa x é 


* Um ponto move-se ao longo da elipse х? + 4y2 = 1. A abscissa x está 


dx 


variando a uma velocidade —— = sen At. Mostre que 
_ зеп? 4t + 16лу? cos 4t 


й 


dt 4у а 16y? 


2 


dy x sen 41 


+у2 = 5, у> 0. 


ах 
а 


velocidade de у seja o dobro da de х. 


Suponha Ee 0 Determine о ponto da curva em que а 


Uma escada de 8 m está encostada em uma parede. Se a extremidade 


18. 


inferior da escada for afastada do ре da parede а uma velocidade 
constante de 2 (m/s), com que velocidade a extremidade superior estará 
descendo no instante em que a inferior estiver a 3 m da parede? 


. Suponha que os comprimentos dos segmentos АВ е 08 sejam, 


respectivamente, 5 cm e 3 cm. Suponha, ainda, que 0 esteja variando а 


uma taxa constante de — rad/s Determine a velocidade de 4, 


T < 
quando = — rad. 
Э 


(х, 0) 


Enche-se um reservatório, cuja forma é a de um cone circular reto, de 
água a uma taxa de 0,1 m3/s. O vértice está a 15 m do topo e o raio do 
topo é de 10 m. Com que velocidade o nível Л da арпа está subindo no 
instante em que ñ = 5 m. 


19. О ропо Р = (x, y) está fixo á roda de raio 1 т, que rola, sem 
escorregamento, sobre o eixo x. O ángulo 0 está variando a uma taxa 
constante de 1 rad/s. Expresse as velocidades da abscissa e da ordenada 
de P em função de 0. 


20. Um ponto Р move-se sobre a parábola у 


21. 


X 


2=x,1>0ey> 0. Aabscissa x 


está variando com uma aceleragáo que, em cada instante, é o dobro do 
quadrado da velocidade da ordenada y. Mostre que a ordenada está 
variando com aceleragáo nula. 


Dois pontos P e O deslocam-se, respectivamente, nos eixos x e y de 
modo que a soma das distáncias de Ра R e de R a О mantém-se 
constante e igual a e durante o movimento, em que R = (0, A) é um ponto 
fixo. (Veja a figura a seguir.) 


ау ах 


Relacione a velocidade de O com a velocidade de P. 


dt dt 


7.16. PROBLEMAS ENVOLVENDO RETA TANGENTE E RETA NORMAL 
AO GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO 


Seja fuma fungáo derivável em p. Já vimos que, por definigáo, /(р) 6 o 
coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de /по ponto de abscissa p e que 


y JO) f (px-p 


é a equação da reta tangente em (p, f(p)). 

A reta que passa por (p, f(p)), e que é perpendicular à reta tangente acima, 
denomina-se reta normal ao gráfico de fem (p, f(p)). Se f (р) £0, а equação da 
reta normal no ponto de abscissa p será 


Lembrete. Você aprendeu na geometria analítica que, se y = mx + n e y = m|x + 
п são retas perpendiculares, então os seus coeficientes angulares satisfazem а 


l 
mm, = —l ou m, = ——. 
m 


Assim, como f (p) é o coeficiente angular da reta tangente em (p, f(p)), a reta 


relação 


normal, neste ponto, terá coeficiente angular — ———————— , desde que / (р) 


fp) 


+0. Se f (p) = 0, a equação da reta normal em (p, f(p)) será x = p. 


reta normal 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = х2 — x. Determine as equações das retas tangente е 
normal no ponto de abscissa 0. 


Solução 
Reta tangente no ponto de abscissa 0: 


у-Л0)-/(0)(х- 0) 


0 
2х-1 > f'(0) =-1. 


Substituindo na equagáo acima vem 


F(0) 
fx) 


y-0--1(x-0)ouy = —. 


Assim, у = —x é a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa 
0. Reta normal no ponto de abscissa 0: 


y =f(0)= ——— (x 
1700) 
Como (0) = 0 e f (0) = —1, resulta 

у=х 


que é а equagáo da reta normal no ponto de abscissa 0. ш 


EXEMPLO 2. Seja f (x) = 2x + 1. Determine a equação da reta tangente ao 
gráfico de fno ponto de abscissa 3. 


Solução 
А equação da reta tangente em (3, ХЗ)) é: 


у-Л3)-7 (3) 0-3) 


(10/27 
|’ =2 = /f'(3)= 2. 
Assim, y — 7 = 2 (x — 3) ou y = 2x + 1, é a equaçào da reta tangente em (3, 


K3)). Observe que a reta tangente ao gráfico de fem (3, Д3)) coincide com o 
gráfico de /!! 


Observacáo. A nossa definigáo de reta tangente nào exige que a reta tangente 
“toque” a curva num único ponto. ш 


EXEMPLO 3. r é uma reta que passa por (1, —1) e é tangente ao gráfico de f (x) 
= 13 — x. Determine ғ. 
Solucáo 


Supondo que r seja tangente ao gráfico de fem (p, f(p)), a equação de ғ será 


»-fo)-fo)e-p 


fipp-p-p 
"(р = Зр? -1 


e, portanto, y — p) +р= (3р2 — 1) (x - р). O problema, agora, consiste em achar 
p. Como r passa por (1, —1) (observe:x=1=>y=-1) 


-1=р3+р= (3р2- 1) (1-р) 


ой 


2р3-3р2-0 


e, assim, p = 0 ou р = Portanto, а equagáo de r será 
. 


to | ш 


»-r0)- fo e-o oy -r(5] = (5) [x= q 


2 


ou seja, 


Pelo ponto (1, —1) passam duas retas que são tangentes ao gráfico de f. 


EXEMPLO 4. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = x2 + 
3x e paralela à reta y = 2x +3. 


Solução 


Supondo que a reta procurada seja tangente ao gráfico de / no ponto de 
abscissa p, sua equação será 


y Jp) = f (p) (x = p). 
Pela condiçào de paralelismo, devemos ter 


Рр) = 2002р+3=2 


1 


e, portanto, р = — — , A equação da reta pedida será então 


2 


г Я | 
=f ш; дыг 


ou 


у= 2х - -. fz] 


Exercicios 7.16 


1. Determine as equações das retas tangente e normal ao gráfico da função 
dada, no ponto dado. 


a) f (x) = x? — 3x, no ponto de abscissa О 


b) f Œœ) = З/х, no ponto de abscissa 8 


1 
C) g (х) = —, no ponto de abscissa 1 


х= 


1 
d) g (x) = x + —, no ponto de abscissa 1 
х 


Seja f(x) = x2. Determine a equagáo da reta que é tangente ao gráfico 


de fe paralela á reta y= —x -- 27 
i 2 


- 


3 


Sabe-se que ғ é uma reta tangente ao gráfico de f(x) = x^ + 3x e 


paralela à reta y — 6x — I. Determine r. 
Determine а equação da reta que é perpendicular à reta 2y + x = 3e 


tangente ao gráfico de f(x) = x2- 3x. 


Sabe-se que r é uma reta perpendicular à reta 3x + y = 3 e tangente ao 


gráfico de f(x) = x3. Determine r. 


A reta s passa pelo ponto (3, 0) е é normal ao gráfico de f (x) = х2 no 


ponto (a, b). 

а) Determine (a, b). 

b) Determine a equagáo de s. 
Sabe-se que r é uma reta que passa pela origem e que é tangente ao 
gráfico de f(x) = x? + 2x2 — 3x. Determine r. 


Determine todos os pontos (a, b) sobre a curva y = x + 2х3 — 212 + 8x 
+ 12 tais que a reta tangente em (а, b) seja paralela à reta 8x — y + 7 = 
0. 


Determine todos os pontos (a, 5) sobre o gráfico da função dada por y = 


* Sejam А е В os pontos em que o gráfico de f(x) = x 


4x3 + x2 — 4x — 1 tais que a reta tangente em (а, b) seja paralela ao eixo 
х. 


. Sabe-se que r é uma reta que passa pelo ponto (0, 2) e que 6 tangente ao 


gráfico de f(x) = x3. Determine r. 


. Determine a equagáo de uma reta, nào vertical, que passa pelo ponto 


4 3 


0 —— [e que seja normal ao gráfico de y = х”. 
` 


х 3 


* Determine todos os pontos (а, b) de RÊ tais que por (a, b) passem duas 


retas tangentes ao gráfico de f(x) = х2, 


2- ох, а тегі, 
intercepta о eixo х. Determine а para que as retas tangentes ао gráfico 
de f, em A e em В, sejam perpendiculares. 


` Determine р para que у = fx — 2 seja tangente ao gráfico de f(x) = х- 
4x. 
* Sabe-se que r é uma reta tangente aos gráficos de / (х) = -х2 e de 


» 
© (х) = — + b Determine r. 
3 


- 


7.17. EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 


1. 


Calcule, pela definigáo, a derivada da fungáo dada, по ponto dado. 


а)ў(ху= 2 emp=2 b) g (х) = 42x 41 emp = 0 
x 
2 
с) у = sen mxemp = 1 аў) = e“ emp= 0 
xn вас ѕех+ 0 
х? г 
eg x)= emp=0 fga)= үх?+хетр=1 
0 sex=0 
g) y = cosx? emp = 0 h)y- 1+ x emp=1 


i) y = x" emp = 1 (Sugestão. Veja Exemplo 3-6.3.) 


Calcule a derivada 


ау= 41 үх b)y = In (3х + 412-932) 
с)уу=х 5% а)у = (2 + sen х)" 
[1+ 2 2 
e) y= In de Лх= e? sen 3 
[1—зепх 
2 
j=l 
)s=tln 
5 2-1 
3 
Ё 17 
йу 
“(+ 
x 
1+1 = езес Ух 
Dy=In ^ т) 8 (х) = 
Ia 
луус ех" 0) у= + ig x + In cos x 
N 3 
2(4 33x) Q-Vx)2 
q)y= AA 
5 
sSfe- 
1+ ѕепух 
Dy= e (cos 3x — sen 3x) u)y- l cotg? 5х + In sen 5x 
J у= 


Expresse ———— em termos de x e de y, em que y = y (x) é uma função 


dx 


derivável, dada implicitamente pela equagáo dada. 


11. 


а) уз + sen ху 


De +xy= x 


с) ух + x= y? 


d)xcosy+ycosx=2 


Seja y = f(x) definida e derivável num intervalo contendo 1 e suponha 


que fseja dada implicitamente pela equação y? + х2у = 130. Determine 


as equações das retas tangente e normal ao gráfico de f; no ponto de 
abscissa 1. 


Determine uma reta que seja paralela a x + y = 1 e que seja tangente à 


curva x2 + xy + y? =3, 


Determine uma reta que seja tangente á elipse х2 + 2у2 — 9 e que 


intercepta o eixo y no ponto de ordenada — › 
ү 


< é tangente à curva 
r ‚ 
X0 Ур 


М 
3 


Х 


Мовіге дие а геїа 


X 
+ = Э no ponto (хо, yo). 


X0 » 


3 3 


Determine uma reta paralela a x + y = 1 e tangente à curva у 
= 0 em um ponto (х0), yo), com xo < 0 e yo < 0. 


+ x+ x 


Os lados x e y de um retángulo estáo variando a taxas constantes de 0,2 
m/s e 0,1 m/s, respectivamente. A que taxa estará variando a área do 
retângulo no instante em que x = 1 теу= 2 т? 


. A altura h e o raio r da base de um cone circular reto estão variando a 
taxas constantes de 0,1 m/s е 0,3 m/s, respectivamente. A que taxa estará 
variando o volume do cone no instante em que A = 0,5 m er=0,2m? 


O volume Ve o raio г da base de um cone circular reto estão variando а 


15. 


taxas constantes de 0,1 т m/s e 0,2 m/s, respectivamente. Expresse 


dh 


em termos de re h, em que Л é a altura do cone. 


4 


. Num determinado instante, as arestas de um paralelepípedo medem а, 5, 


c (m) e, neste instante, estão variando com velocidades vg, ур e Ус (m/s), 
respectivamente. Mostre que neste instante o volume do paralelepípedo 


estará variando a uma taxa de va bc + avpc + abve (m3/). 


. O raio re a altura h de um cilindro circular reto estão variando de modo 


a manter constante o volume Г. Num determinado instante h = 3 cm e r 
= 1 cm e, neste instante, a altura está variando a uma taxa de 0,2 cm/s. А 
que taxa estará variando o raio neste instante? 


.Uma piscina tem 10 т de largura, 20 т de comprimento, 1 т de 


profundidade nas extremidades e 3 m no meio, de modo que o fundo 
seja formado por dois planos inclinados. Despeja-se água na piscina a 
uma taxa de 0,3 m3/min. Seja Л a altura da água em relagáo а parte 
mais profunda. Com que velocidade h estará variando no instante em 
que h= 1 m? 


20m 


іш 


ӛт 


Num determinado instante 0 = е está variando, neste 


3 


instante, a uma taxa de 0,01 radiano por segundo (veja figura). A que 
taxa estará variando o ángulo a neste instante? 


16. 


20. 


2m 


. Com relagáo ао ехегсісіо anterior, supondo 
T da 

— <= а ж Т. ехргеѕѕе 
” 

de е 


аї 


* Considere as funções dadas por y = ax^ e у = —x^ + 1. Determine a рага 
que os gráficos зе interceptem ortogonalmente. (Os gráficos se 
interceptam ortogonalmente em (х0), ур) se as retas tangentes aos 


em termos de Q e 


gráficos, neste ponto, forem perpendiculares.) 


* Determine a para que as circunferéncias х2 + y? =1e (x- ay? + у= 1 
se interceptem ortogonalmente. 

* Mostre que, para todo a, as curvas y = ax? e х2 + 2y 
ortogonalmente. 


2=1se interceptam 


Suponha /: ® — R derivável e considere a função dada por y = х2/(х2 + 
1). 


a) Verifique que 


а , 
O = ро? + 1) 2x го + 1) 
dx 


b) dv 


Expresse — em termos de (2) e f (2) 


ах |x=1 


21. Seja фа função dada por ф (x) = x2+ 1. Calcule. 


а) $ (60) 
b) (6 (0 (х)))' 


22. Calcule #' (ó (x)) sendo ф dada por 


1 
b) ф(х) = — 
x 


а) ф(х) =senx 


фо) no? +1) 


d) ó (х) = ех? 


23. Рага cada ф do exercício anterior, calcule (0 (ó (х)))'. 


24. Dé exemplos de funções ø que satisfazem a condição ф' ($ (x)) = (9 ($ 
(х)))', para todo x no domínio de $. 


25. Considere uma partícula que se desloca sobre o eixo x com fungáo de 
posigáo x = cos 31. 


a) Verifique que a aceleração é proporcional à posição. 
b) Calcule a aceleração no instante em que a partícula se encontra na 


posição т ЯНЬ ы. 
2 
26. Considere uma partícula que se desloca sobre o eixo x com fungáo de 


1 
2t 4-1 


a) Verifique que a aceleração é proporcional ao cubo da posição. 


posicáo x = 


b) Qual а aceleragáo no_instante em que a partícula se encontra na 
posigáo к= 3j 7 7 
27. Seja f: R — R derivável até a 2.º ordem e seja Л dada por h (0) = (сов 
30. 
а) Expresse й"(1) em termos de t, f (cos 31) e de f'(cos 31). 


т se 514 ze fd 
b) Calcule „(= admitindo que f Б =4ef” 5 - 3. 
28. Suponha que y = y (1) seja uma função derivável tal que para todo í no 
, 


2 
m 2 - 
seu domínio —- fv 
-— . 


4 


а) 2 


Las 


Expresse = EM termos de te de y. 


Calcule — — supondo que y (1) = 1. 


29. Seja y = y (x) definida e derivável num intervalo / e tal que, para todo x 
dy 
mi = x + sen y. 
dx 


а) d? у 


Expresse + em termos de x e de y. 


1 азу 


Саісше ------ admitindo que 


30. Seja f: R — R derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo х, 
о) + 4/(х) = 0. 


Mostre que, para todo х, 


Ls [f '(x) sen 2x — 2 cos 2x f (x) ] = 0. 

dx 

31. Sejam f: R — R derivável até a 2.º ordem e h dada por л (x) = Af (x)). 
Verifique que, para todo x, A"(x) = f"(f(x)) F *f(fG) f). 


32. Considere o polinómio 
Р(х)= Ag + 41 (х— хо) + 42 (x = x0)2 + Аз (х x9? 


em que 40, 41, 42, 43 e хі são números reais fixos. Mostre que 


P" (хо) 3 


Prod "ET. 
FA ( 3 (x — xg). 


Р(х) = P (xp) + Р (хо) (x — xp) + х= х) + 


2 3 


33. Considere о polinômio P (x) = ag + ajx + a2x“ + a3x” em que aq, a], a2 


е аз sáo reais fixos. Seja x um real dado. 


а) Mostre que existem constantes 40, 41, 49 e Аҙ tais que 


P (x) = 40+ At (z 7x9) + 42 (x — x0)? + 43 (x — x9. 


(Sugestão: Faça x = (x — х0) + x0.) 
b) Conclua que 
(х- xo). 


2 
(х= х0) + 


| m" grita 
@ P(0=P(x) + P' (xo) (x xo) + Елі = 


(Dizemos que (T é o desenvolvimento de Taylor do polinômio P (x) em 
potências de x — xq.) 


34. Determine o desenvolvimento de Taylor de P (x) = х3 + 2x + 3, em 
potências de (x — 1). 
35. Generalize o resultado do Exercício 33. 


36. Determine o desenvolvimento de Taylor de P (x) = x4-3x22+x+ 1 ет 


poténcias de 


a)x-2 
b)x-*l 


37. Sejam P (x) e О (x) polinômios tais que P (хо) = 0, О (x9) = 0 e Охо) 
#0. Mostre que 


"Eu _ PUN 
lim ---- 
x — xg Q(x) _ О' (хо). 


(Sugestão: Desenvolva P (x) e О (x) em potências de x — хо e 
simplifique.) 


38. Sejam P (x) e O (x) polinômios tais que P (xo) = P" шэг = 0, Q (x0) = Q 


"(хо) - 0 е о " (хо) Ж + E Mostre que 
P PO) X) -Ц а ( хо) 
li um —— Generalizo, 


x — xg oo _ O" (xo) 


39. Utilizando os Exercícios 37 e 38, calcule. 


40. 


41 


42. 


43. 


44. 


(100 + =2 3 ..ұ2-- ұз 
8) lim > —— hy dmt ok E 


хә1 x9 - х x51 xl? — 9x2 + 8х 
o lim x +3x+ 4 d) lim x* — 253 +2х-1 
хэ-іх0-3х-2 x21 xŠ — 6x6 + 8x5 — 3х4 
Sejam fe g deriváveis em p e tais que Хр) = g(p) = 0. Supondo g' (p) #0, 
mostre que 
nos , 
l fU ТОВ) 
m = 


x— p g(x) g'(p) 


. Utilizando o Exercício 40, calcule. 
$ In (x * 1 4 ех-т-і 
a) lim ERA b) lim ——————————— 
x0 x^ + sen x хэ 2sen x + sen 6x — 2 
2 
2/. Го 
: xxx-tl 3/2 Ё 
c) lim YT d) lim Ž + ya + sen 3x 
x>-1 sen тх“ x30 In(x2+x+1) 
2 
n 38 29 EX : sen (sen тх 
e) lim STEEL ТЕТІ f) lim cien (sen am)... 
x-$0 ert] x212— үх = Хх 
Seja f definida em R e derivável em p. Suponha f (р) > 0. Prove que 


existe r > 0 tal que 


Ло) > f(p) em ]p, p + r[ 


ТО) < f(p) em Jp =r, pl. 


(Sugestáo: Lembre-se da definigáo de derivada e utilize a conservagáo 
do sinal.) 


Seja f definida e derivável em R e sejam a e b raízes consecutivas de f. 
Mostre que 


Sa): f (b) <0. 


Suponha f derivável no intervalo 1. Prove que se f for estritamente 
crescente em 7, então f (x) 20 em /. 


45. Suponha f derivável em (а, b] e tal que f (a) - f (b) < 0. Prove que existe 
p em Ja, b[ tal que f(x) € Др) para todo x em [а,Ь] ou f (x) > Др) para 
todo x em Га, 51. Interprete geometricamente. 


46. Suponha f derivável em (а, b] tal que f (a) - f (b) > 0 e fa) = ДЬ). Prove 
que existem x], x2 € Ja, b[ tais que, para todo x em [a, Б], (x1) € f (x) 
Xf (x2). Interprete geometricamente. 


47. Seja f: R — R uma função tal que quaisquer que sejam x e t 
A асар 
Ло) - A0 | S] x 41. 
Calcule f (x). 


48. Sejam f'e g definidas em &, com g contínua em 0, e tais que, para todo x, 
Хо) = x g(x). Mostre que fé derivável em 0. 


49. Suponha f definida em R, derivável em 0 e (0) = 0. Prove que existe g 
definida em &, contínua em 0, tal que f(x) = x g(x) para todo x. 
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FUNÇÕES INVERSAS 


8.1. FUNÇÃO INVERSA 


Dizemos que uma função fé injetora se, quaisquer que sejam s e t no seu 
domínio, 


s#t=> f(s) #70). 


Observamos que se f for estritamente crescente ou estritamente decrescente, 
entáo f'será injetora. 

Suponhamos, agora, que fseja injetora e que В = Im f. Assim, para cada x € 
B existe um ünico y € Drtal que Ду) = x. 


Podemos, entáo, considerar a fungáo g, definida em B, e dada por 


gG) =y e f0)= x. 


Tal função g denomina-se função inversa de f. 

Observe que a funçào inversa y = g (x) é dada implicitamente pela equaçào / 
(y) = х. 

Se f for uma função que admite função inversa, então diremos que fé uma 
função inversível. Observe que se f for uma função inversível, com inversa g, 
então g também será inversível, e sua inversa será f. 


EXEMPLO 1. A função f(x) = x^, x > 0, é estritamente crescente em (0, +оо |, 


logo, fé inversível. A sua inversa é a função g, definida em (0, +о [= Im Де 
dada por 


801) =y @ f0)= x. 
Para expressar y em funçào de x procedemos assim: 
2 { 
О) =хөу =хөу= үх (у,хЄ Кү). 


A inversa de f (x) = x2 x > 0 é а função 


g (х) = Ух, x90. 


Os gráficos de fe de g são simétricos em relação à retay=x. ш 


Observacáo. Suponhamos que fadmita inversa g. Temos 


(a,b) € бре b= f(a) Ф a = g (b) e (b. a) е Gg 


ou seja, 
(a, b) е Gf® (b, a) € Gg. 
Quando (a, b) descreve o gráfico de f; (b, a) descreve o gráfico de g. Como 


(a, b) e (b, a) sào simétricos em relagáo à reta y = x, resulta que os gráficos de f 
e de g são simétricos em relação à reta y = x. 


ух 


EXEMPLO 2. A função f (x) = eX, x е R, é estritamente crescente, logo 
inversível. Sua inversa é a função g (x) = In x, x > 0, pois 


In x = y € e" = x (x e y reais, com x > 0). 


g(x)=Inx 


B 
EXEMPLO 3. (Função arco-seno). A função f (x) = sen х, 
x = ----- — é estritamente crescente, portanto inversível, 
Y ` ` 
Ж o 


e sua imagem é o intervalo fechado [—1, 1]. A inversa de fé a funçào g (x) = arc 
sen x (leia: arco-seno x), x € [-1, 1], dada por 


arc sen x = y зепу=х 


com x € [—1,1]e y € ы ы | 
| 2 2 


Gráfico de f(x) = sen x, x € [-=. z] 
2 2 
п 
EXEMPLO 4. (Função arco-tangente). A função f (x) = tg х, 
хе ——, — |, é estritamente crescente, portanto 
2 2 


inversível, e sua imagem é R. Sua inversa é а função g (x) = arc tg x, x е R, 
dada por 


arctgx -y ® tgy=x 


т т 
emquex € Re y € ЗЕ! 


Exercicios 8.1 


1. 


3, 


Calcule. 

a) arc sen 1 b) агс sen 1 
4) arc tg 1 е) arc tg (—1) 
8) arc sen (-i) Л) arc sen (-1) 


E 
j) arc sen (E) 
> 


Verifique que 


a) cos (arc sen x) = 


Calcule. 


М, 
с) агс ѕеп — 
2 


arc tg 3 


i) arc tg (— 43) 
m) arc t; E 
5 3 


b) sec (arc tg х) = (14 х2 


Dn 


1 N 
а) сов (ас зеп — b) cos | are sen — 
2 


d) sec (arc tg 1) 


с) cos E sen | 


е) arc sen (sen x), em que - Л arc tg (tg x), em que — 


27 
8) arc sen (sen =) (Cuidado!) h) arc sen (sen 377) 


5 5т 
i) arc sen | sen =) 


А TT рее | т 
j) arc sen (sen x), em que x = 2kz + x,kinteiroe x Е [2. z] 


Seja fuma função inversível com inversa g. Mostre que 


a) f(g (x)) = x para todo x € Dg 
b) g (f(x) = x para todo x € Df 


Prove que a função f(x) = arc sen x, x € [-1, 1], é contínua. (Veja 
Exercício 12.) 


Prove que a função f(x) = arc tg х, х € R, é contínua. (Veja Exercício 
12.) 


Seja fdada por f(x) = x3. 


a) Mostre que fé inversivel e determine sua inversa g 
b) Esboce os gráficos de fe de g 


Qual a função inversa de f( x) = — 9 


Qual a fungáo inversa de f( х) = ? 


10. ё X =X 
Seja f(x) = — 


a) Mostre que fé inversível e determine sua inversa g 
b) Esboce os gráficos de fe de g 


11. Seja f(x) = x + eX. Mostre que fé inversível e esboce os gráficos de f е 
de sua inversa. 


12. Seja fuma fungáo cujo domínio e imagem sáo intervalos. Prove que se / 
for estritamente crescente (ou estritamente decrescente), entáo / será 
contínua. 


13. seja f(x) = x + еХ e seja g sua inversa. 


a) Prove que o dominio e a imagem de g sáo intervalos. 
b) Prove que g é estritamente crescente. 
с) Prove que g é contínua. (Sugestáo: Utilize o Exercício 12.) 


14. Prove que, se / for definida, contínua e injetora no intervalo /, então / 
será estritamente crescente ou estritamente decrescente. 


8.2. DERIVADA DE FUNÇÃO INVERSA 
Seja fuma função inversível, com inversa g; assim, 
f(e (x)) = x para todo x € Dg. 
Segue que para todo x € Dg 


Lg Go» = х" 


ou 


Ио) = 1. 


Se supusermos fe g diferenciáveis, podemos aplicar a regra da cadeia ао 1.º 
membro da equagáo acima: 


Л (80) &' (0) -1 


ой 


1 
g'(x) = ---- para todo x € D, 
| TEW 4 


que é a fórmula que nos permite calcular a derivada de g conhecendo-se а 
derivada de f: 


Observacáo. Observe atentamente as notacóes 


f (в (х)) е [/(в GN]: 


f (е (x)) € o valor que a derivada de fassume em g (x), enquanto [f(g (x))]' = f 
(20) g' (х). 

O próximo teorema conta-nos que, se / for inversivel e derivável e se sua 
inversa g for contínua, então g será derivável em todo p de seu domínio em que f 


(е (р)) #0. 


Teorema. Seja fuma função inversível, com função inversa g. Se f for 


derivável em q = g (p), com f (4) #0, e se g for contínua em p, entáo g será 
derivável em p. 


Demonstragáo 
x)-— х)- 1 

80) — 8(р) _ g(x) — g(p) Es 1 ox p. 
х-р figo) = f(g(p) LE- /(е(р) 


2(х) — g(p) 


Fazendo и = g (x), pela continuidade de g em p, и > q para x > p. Então, 


š 8(х) — 8(Ф) _ |. 1 
эь х p ап f) — ](4)` 


u— q 
fiu) — f (q) 


lim = f'(q) = f'(g (p). 
и- 4 и-14 
) š SO) — g(p) 1 
)e lim — — mm 
pum ОШ = Гао» 


Portanto, g 6 derivável em р е g'(p) — 


, or 
ЖҮЗУ?) 
EXEMPLO 1. (Derivada do arco-seno). А função arc sen é contínua e é a 
inversa de 


f (x) = sen x, x € x. T Є 


1 1 
© arc ѕеп'х = — = 
f'(arc sen x) cos (arc sen x) 


T т 
isf’ = cosem | ^—,— | De 
pois f Os er | > т | 


[cos (arc sen хур + [sen (arc sen хур. -1 
т 
x 


segue 


[ cos (arc sen x) р -1-х2 


| 2 
> pano, COS (arc sen х) = 41— х“, ™ 
т т 


vez que arc sen M = — — E Ё Substituindo em (1) resulta 


4 1 
arc беп Хх = ——— —-, -1 < x< 1. 


Outro processo раға se obter a derivada de y = arc sen x. Esta fungáo, como 
sabemos, é dada implicitamente pela equagáo sen 


y = X. —— = ў = — , Temos, então, 


2 2 


d d 
— [8еп y] =——|X|]. 
zi y] ж! | 
ау 
Daí, cos y — == | e. portanto, 
[cos y] 4 


w 


(Veja Exemplo 6 da Segáo 7.13.) ш 

Vejamos como fica a fórmula de derivagáo de fungáo inversa na notagáo de 
Leibniz. Seja у = g (x) a inversa da função dada por x = f (y) (observe que sendo 
ga inversa de f; temos: y = g (x) € х = f(y)). Então, 


LU A Y 
ах Cc figo) ж 


ау 


ou 


ах 
йу 5 
(x). 


Como exemplo, calculemos a derivada de arc tg na notagáo de Leibniz: 


em que 


= f' ( y) deve ser calculado em y = g 


y = arc tg x €? x = tg y, com 


dx dx sec2 y иг +tg?y 1412 


EXEMPLO 2. Determine a derivada. 


a) y = arc sen х2 
b) f(x) = x arc tg 3x. 


Solução 
a 2 = c sen” 22: (х2) = 2 : 2x 
dx 4l —(x*)* 
ou seja, 
d 2 2x 
— [аге sen х | = : 
ах 4 


41 =F 


, 


dx 


y = arc sen и no qual u = x 


Poderíamos, também, ter calculado da seguinte forma: 


2 


dy _ d аи 1 
— = — [ arc sen и 1: = ————— 
dx du dx 41- u? 


ou seja, 


2) Como f(x) = x arc tg 3x vem: 


f(x) = 1: arc tg 3x + x [arc tg 3x]'. 


Mas, [arc tg 3x]' = arc tg’ (3x) - (3x)! = ——ə—-.. 
[arc tg 3x] g' (Зх) (3х) LEO? 


3x 
1+9x2' 


Observação. A derivada de arc tg 3x poderia, também, ter sido calculada da 
seguinte forma: 


f' (x) = arc tg Зх + 


а а аи 
[arc tg 3x] = — [arc tg u] SA em que u = 3x; 
Ix du dx 
d 1 3 
arc tg 3х]' = — [arc tg 3x] = 3----- 
цав Ж! l 1+ u? 1+ 9x2 


Exercicios 8.2 


1. Determine a derivada. 


a)y =x arc tgx 

b) f(x) = arc sen 3x 
c) g(x)=arc sen x? 
Фу = arc tgx? 

€) y 7 3 arc tg (2x + 3) 
f) y = arc sen еу 


8) y = e arc sen 2x 
| sen 3x 
kj = —— — 
arc tg 4x 
i) y- х2 сате tg 2x 
| x arc tg x 
ду 
соз 2х 
D y= e 3X + In (arc tg x) 


e 


m) f(x) — 


-Х arc tg ех 


tg x 


2. Seja f(x) = x + e* e seja g a inversa de f. Mostre que g é derivável е que 


„ (Sugestão: Veja Exercício 


2” (x)= 


13-81.) 


1+ е х) 


Seja f(x) = x + eX e seja ga função inversa de f. Calcule g' (1) e g"(1). 
Sejaf(x)=x+Inx,x>0. 


a) Mostre que f admite função inversa 8, que g é derivável e que 


g(x) 
L t gx) 


b) Esboce os gráficos de fe de g 
c) Calcule g (1), g' (1) e g” (1) 


g'o = 


Seja f(x) = x + x3. 


a) Mostre que fadmite função inversa g 


b) Expresse g' (x) em termos de g (x) 
c) Calcule g' (0) 


(Função arco-cosseno). A função f(x) = cos x, 0 € x € z, é inversível e 
sua inversa é a função g (x) = arc cos x, -1 < x < 1. 

a) Calcule arc cos' x 

b) Esboce o gráfico de g 


T 
(Função arco-secante). A função f(x) = sec x, 0 = A Ld — ё 


2 


- 
inversível e sua inversa 6 a fungáo g (x) = arc sec х,х > 1. Calcule arc 


бес” x. 


Verifique que. 


а 1 2 
а) — | x arc tg x — — In (1+ x^) | = arc tg x 
dx 2 
а [хз x? +2 | 
b) — | — arc sen x + : 41— x? |= x2 are sen x 
dx| 3 
d т = Pa 
с) — |(x + D arc tg yx — Ух] = arc tg yx 
dx! 
а[ 1 2-х 1 
d) —— агс sen - - — 
«| 2 x y2 x үх? +4x—4 
а | 272 +6х-1 1-3х 1 
е) - 3 arc sen SERT P= 
dx L x 6x х 427x* + 6x —1 
al [2 28-5» 1 
һ = arc tg | =— 
ах| \з \3(х—2) x45x -6- х2 
41 | 2 3x | 
)—|— х (9x2 - 2) y4 = 9х2 + arc sen = = y? ү4- 9x2 
dx | 36 27 2 
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ESTUDO DA VARIAÇÃO DAS FUNÇÕES 


91. TEOREMA DO VALOR MÉDIO (ТУМ) 


O objetivo desta seção é apresentar o enunciado de um dos teoremas mais 
importantes do cálculo: o teorema do valor médio (TVM). A demonstração é 
deixada para o Cap. 15. 


Teorema do valor médio (TVM). Se f for contínua em (а, b] e derivável 
em Ja, b[, então existirá pelo menos um c em Ja, b| tal que 


РОБ) — fla) 
b=a 


O 


—f'(c) ou f(b) — f(a) = f' (c) (b — a). 


Geometricamente, este teorema conta-nos que se s é uma reta passando pelos 
pontos (a, f (a)) e (b, f (b)), então existirá pelo menos um ponto (c, f(c)), com a < 
c < b, tal que a reta tangente ao gráfico de f neste ponto, é paralela à reta s. 


„f (В) — f (a) 


Co é o coeficiente angular de s e f (c) o de T, 


Vejamos, agora, uma interpretagáo cinemática para о ТУМ. Suponhamos 
que x = f(1) seja a função de posição do movimento de uma partícula sobre о 


f(b) — f(a) 


eixo Ox. Assim, será a velocidade média entre os 


Da 
instantes t= a e t= b. Pois bem, о ТУМ conta-nos que se f for contínua em (а, b] 
e derivável em Ja, b[, entáo tal velocidade média será igual а velocidade 
(instantánea) da partícula em algum instante c entre a e b. 
As situações que apresentamos a seguir mostram-nos que as hipóteses “/ 
contínua em (а, b] e f derivável em Ja, РГ” são indispensáveis. 


! 
' 
fe-fer- -% 
| | 
1 1 ё- 
а b 4 
f nào é derivável em p; nào f nào é contínua em [a, b]; não 
existe c verificando (Т). existe c verificando (Т) 


Antes de passarmos à próxima segáo vamos relembrar as seguintes 
definições. Sejam fuma função e 4 um subconjunto do domínio de f Dizemos 
que fé estritamente crescente (estritamente decrescente) em A se, quaisquer que 
sejam se tem А, 


«аз» AS <A FOSO). 


Por outro lado, dizemos que fé crescente (decrescente) em A se, quaisquer que 
sejam se tem А, 


ӛ<із/ (9 </() FOD). 
9.2. INTERVALOS DE CRESCIMENTO E DE DECRESCIMENTO 


Como consequéncia do TVM temos o seguinte teorema. 


Teorema. Seja f contínua no intervalo /. 


a) Se f (x) > 0 para todo x interior a /, então f será estritamente crescente em 
I. 


b) Se /(х) < 0 para todo x interior a /, entào f'será estritamente decrescente 
em /. 


Demonstração 


a) Precisamos provar que quaisquer que sejam se tem 7, s < t > f(s) < f (t). 
Sejam, então, se tem /, com s < t. 


в 1 
Da hipótese, segue que fé contínua em (5, Д е derivável em Js, [; pelo TVM 


existe y = ]s, cam. 


f(t) —/6) = f(x)(t 5). 
De ГІ х) эж 0), pois yy está no interior de 1, de r= s> O segue 


f()-f()70 ou f(s-«f(0. 


Portanto, 


V € L s< t= у(х) «fi. 


5) Fica como exercício. ш 
(Observação: x interior a Í significa que x € 1, mas x nào é extremidade de /.) 


EXEMPLO 1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de / 
(х) = x3 — 2x2 + x + 2. Esboce o gráfico. 


Solução 


10)=3x2-4r+1 


3x2 — 4x + 1 = 0 х= 1 ойх = 3 


f'(x)>0 ет |-%, 5 ГеетПІ, +0[ 


/'(х)<0 ет 12 Ц. 


f + Ш + (variação do 
Ар ; 
1 1 sinal de f ') 
3 


Como fé contínua, segue do teorema anterior que 


P . 1 
f é estritamente crescente em |-%, 3} e em [1, +°[ 


? : 1 
f é estritamente decrescente em E 1]. 


f 


ө 


Antes de esboçar o gráfico de f vamos calcular os limites de f para x > +% e x 


— —00. 


š 3 2 : 3 2 1 2 
lim [x —2+x+2]= lim x |1—=—+—-+—-|[=+ 
хә + х +00 x x^ XT 
Я 
lim [23 — 2 + x + 2] = —®. 
х=›—® 


Gráfico de f 


X 
EXEMPLO 2. Seja f( x) — „Кеше com relagáo 


1 + 3х2 


a crescimento e decrescimento. Esboce o gráfico. 


Solução 


rra 3x2 +2x—1 
f (x) — (1+ 3x2 y 


Como (1 + 312)? > 0 para todo x, о sinal de f é o mesmo que o do 
numerador. 


30 + 2х 1 = 0х = —1оих = 5 


(variação do 


f sinal de f’) 


=] 1 
Б 
f 
ail 1 
3 
fé estritamente crescente em ]-c0, - 1] e em = + 00 


~ 


fé estritamente decrescente em | --- 1 — 
Ы 3 е 
- 
Temos 
x? ум,” 


lim ————- lim 
x>+01+3x% хә +оо 


vo | — 


: х= 
lim = 
x>-0w 1 + Зх“ 


Gráfico de f 


1 
2 
r 
6 
0 
0 


EXEMPLO 3. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de 
= s Esboce o gráfico. 
X) = SE = . 
Al 


Solução 
Dy- {x Єй|х #1} =R- {—1,1). 
, = < a 
= 
Opt 
Entáo, 


f'(x) >0 em ]-o, —1[ e em ]-1, O[ 
f'(x)<0 em ]O, 1[ e em ]1, +0[. 
r * * - - 
— 
- 0 1 
Segue que 


f é estritamente crescente em |-%,- | e em ]-1, 0] 
f é estritamente decrescente em [0, 1[ e em |1, +0. 


Cuidado: f não é estritamente crescente em |-, 0]!!! 
Temos 
9 
. x" | 1 
lim ---- lim = El 1 
хә +оо x^—1 х ә + 1- 


Э 
х“ 
2 
lim ———=l. 


х--% x“ —] 


Os limites laterais de f em 1 e —1 fornecem-nos informações sobre o 
comportamento de /пав proximidades de 1 e —1. Vamos então calculá-los. 


| J Я 1 x? 1 

lim — Іші É = +оо + — = +оо 
ky ЫС ыйан psd] el 2 

š x^ 1 

lim < = —% - — = —% 
x3r x^—1 2 


> 
В х“ : 
lim 2 = lim . = +% - = —% 
х--ГХ 5-1 x5-r xctl x-i 2 


EXEMPLO 4. Suponha /" (x) > 0 em Ja, b[ e que existe c em Ja, b[ tal que / (c) 
= 0. Prove que / 6 estritamente decrescente em |а, c[ e estritamente crescente 
em Jc, Б. 


Solução 


f é estritamente crescente em Ja, b[, pois, f" (х) > 0 em Ja, b[. Assim, 


f'(x) € f'(c)= 0 em ]а, cl 
f'G) > f'(c) = 0 em ]с,Ь{[. 


Segue que 


f é estritamente decrescente em |а, cl 
f é estritamente crescente em |с, b[. 


+ + + + 4 * 

pr 

f = + 4' (09-0) 
ЕЕ. 

/ 
е 


EXEMPLO 5. Prove que g (x) = 8x3 + 30x2 + 24x + 10 admite uma única raiz 
real а, com -3«a < -2. 


Solugáo 


Vamos estudar g com relagáo a crescimento e decrescimento. 


6 (x) = 24x? + 60x + 24 


24x + 60х + 24 = 0 @ x = —2 ou x = = 


g 


-2 ша 
g 
-2 24 


р- 5 0 6 estritamente decrescente 
kJ 


9 
2 


о 

Š 

ос 
гэ UT 
bo | — 

II 


em чинэ ЖЕҢЕ — е estritamente crescente em 


1 


адыг + DO! segue que g (x) > 0 para todo x > —2. Por outro lado, 
` ` 


2 
cmo lim g(x)=—Veg 
х — —% 


em ]-00, —2], resulta que g admite uma única raiz neste intervalo. Tendo em vista 
que g (-3) = —8 e g (-2) > 0, segue que a única raiz está contida no intervalo [-3, 
=2]: 


estritamente crescente 


EXEMPLO 6. 


1) Mostre que, para todo x > 0, eX > x. 
Э) 2 


X 
7 


Mostre que, para todo x >0, е -5 


2) ex 
Conclua de (5) que l im — = 00 


хә+® X 


Solução 
1) Consideremos а função f(x) = eX — x. Temos 
700) = 1. 
Se provarmos que fé estritamente crescente em (0, “-ооГ, seguirá que, para x > 0, 


ех = х>1> Ооцеї > х. 


Como f (х) = е – 1, рагах > 0 


70)»0 


e, portanto, fé estritamente crescente em (0, +оо[. 


>) X Z 
Seja ( ту = е* "A. ы Temos 
8 (X) £3 


g (x) = ех-х. 


Pelo item (а) g' (x) > О para todo x > 0. Assim, g (x) é estritamente crescente 
em [0, +о[; como g (0) = 1, segue que para todo x 20 


? 2 
x Ын х X^ 
“ин SUD ou € > —. 


2) Pelo item (b), para todo x > 0 


Para x — +оо, eX tende a “ос mais rapidamente que x. т 


Vamos mostrar, a seguir, que, para x — +оо, eX tende а +00 mais rapidamente 
que qualquer poténcia de x. 
Seja a > 0 um real dado. Observamos que 


x ху 
ea еч” и 
lim — = lim ----- lim — = ғо, 
x— + x — +00 Ж иә +0 ай 
ar 
a 
Temos, agora, 
gJ 
ех a 4 
Ші i Heb A] = Tm, Зэр, 
х-ке X x>+0 x и-з 


Assim, 


X 


lim — = +% (a > 0) 


x— +e X? 


Para x — +00, eX tende а +% mais rapidamente que qualquer potência de x. 


EXEMPLO 7. Suponha g derivável no intervalo aberto / = ]p, q[, com g' (x) > 0 
em /, e tal que — Nestas condições, prove 
lim 2 (x) = 0. 


Ч + 
хәр 
que, para todo x em /, tem-se g (x) > 0. 


Solucáo 


Consideremos a fungáo С, definida em [p, 4| e dada por 


. |в д se x Elp ql 
G (3) 210 se x = p. 


Como g é derivável no intervalo aberto 7, g é contínua neste intervalo. Logo, G é, 
também, contínua em 7. Por outro lado 


lim G(x)= lim g(x)=0= G(0) 
хәр хә pf 
ou seja, С é contínua em p = 0. Logo, G é contínua em (р, gl. Para x € I, G'(x) 
= g'(x) > 0. De G (p) = 0, segue G (x) > 0 para todo x € T, ou seja, g (x) > 0 
paratodox € 7. m 


Na Seção 9.4, vamos estabelecer as regras de L'Hospital, que são ferramentas 
poderosas e que se aplicam ao cálculo de limites que apresentam 


00 


indeterminagóes dos tipos — e ——— Para demonstrar tais regras, vamos 
. 


0 00 


precisar dos dois exemplos que apresentaremos a seguir. 


EXEMPLO 8. Sejam fe g duas funções deriváveis no intervalo aberto 7 = ]р, gl, 
com g'(x) > 0 em /, e tais que 


lim f(x)=0 e lim g(x)=0. 
x= pf хә pt 
Suponha, ainda, que existam constantes а e / tais que, para todo x € I, 


, 
(х) 
а < Го) Ж” В. Nestas condições, mostre que, para todo x 
8 (x) 


em 1, tem-se, também, 


Solução 


Pelo exemplo anterior, temos, para todo x е /, g (x) > 0. Por outro lado, para 
todo x em 1, 


<O < Basag << ВЕ’ ©. 
8 (x) 
Segue que, para todo x em /, 
@ ас”(9-/ (0) <0 


е 


6) Ве” (х) — f" (0) > 0. 


De 
lim [ев(ху—/(х]=0, lim [Bg(9)-f()]1=0, 
x— pt хә рї 
е зе Фе O segue 
«к(х)—/(х)<0 e Вв(х)у—/(х)>0 
para todo x em /. Logo, para todo x em /, 
59 
а < FA) <p. Hu 
g(x) 


EXEMPLO 9. Sejam fe g deriváveis no intervalo aberto 7 = ]m, p[, сот g' (x) > 
0 em /, e tais que 


lim f(x)=+%e lim g(x)--o. 
x>p хәр 


Suponha, ainda, que existam constantes a e р tais que, para todo x em I, 


(x) 
сұ Жо — e В. Nestas condições, mostre que existem 


g'(x) 


constantes М, Ne s, com s € ]m, p[, tais que, para todo x € ]5, pl, 
7 
PL a ан 
g(x) g(x) g(x) 
Solução 
De lim g (x) = - O0 segue que existe s € Jm, pl tal 
xp 


que, para todo x € ]s, р[, tem-se g (x) > 0. Por outro lado, para todo x € 7, tem- 
se 


ag (x)=f(x)<0 


Bg (х)—/(х) > 0. 


Segue que, para todo x € |5, р[, tem-se 


ав (х) = f(x) <a g (5) -fG) 


88(9-/(9>0с0)-/Х9 


Fazendo M = f (s) — ag (s), N = f(s) — Bg (s) e lembrando que g (x) > 0 em 1, 
resulta, para todo x € ]s, pl, 


9 / 
ЭРЭР ТО ps ME 
g(x) g(x) 8(х) 


Exercicios 9.2 


1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce о 
gráfico (calcule para isto todos os limites necessários). 


a)f i) = 28—32 +1 Do = +202 ++I 
2 1 
2+- 
х 


1 
c)f@)= x+ — dy 
x 


e)y=x DI = Зз? — 553 


х= 3 Мх---- 
ИЕ С 1+? 
+ 2 
дх=2-е Dy=e* 
1 
2х x " 
DIO =e"—é m)g (t) = е! 
2 2 
j x^ +1 3x^ + dx 
mf) = о) f(x) = ——— 
16% 
p)g (a) = хех фу) = = + 4 — 4 +2 
x 
nfo=— 
x 
: nx Р 
DIA) = — и) 8 (х)=х-е 
х 
2. Prove que а equagáo x3 — 332 + 6 = 0 admite uma única raiz real. 
Determine um intervalo de amplitude 1 que contenha tal raiz. 
3; 


Ргоуе que a equagáo x3 + x? — 5x + 1 = 0 admite trés raizes reais 
distintas. Localize tais raízes. 


4. Determine a, para que a equação 


3 


x3 + 3x2 


—-9xta-0 


admita uma ünica raiz real. 


5. Calcule. 


Ç 3 
. e* x^ 
a) lim — b) lim — 
хэ + x` x>+0o е^ 
1 1 
c) lim хех 4) lim хех 
х-0% х->0- 
: In x . e* 
e) lim D lim 
x>+0 x x—- In x 


6. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o 
gráfico (para isto, calcule todos os limites necessários). 
X 
е 
afa) = = 
х= 
р) (х) = хіх 
X 
c) g (x) = 
2 In x 
4) g(x) = xX, x 50 
7. Seja 
1 
е x“ вех%0 
ғо) = 
0 se x = 0. 


а) Calcule / (0), pela definigáo 
b) Determine f 
c) Esboce o gráfico, calculando, para isto, todos os limites necessários 


8. Seja л 22 um natural dado. Prove que x" — 1 >n (x= 1) para todo x > 1. 


(Sugestão: Verifique que f(x) = [x — 1] — n (x — 1) é estritamente 
crescente em [1, +оо[.) 


9. Prove que, para todo x > 0, tem-se 
а) е>х+1 
9 
Ж X 
De c Lx + my 


- 


10. Mostre que, para todo x > 0, tem-se 


2 3 

x^ < 

ajcosx>1— — b)senx>x— — 
2 3! 


11. Mostre que, para todo x > 0, tem-se 


AP 
* 


3 35 
! 


X 


3 


a)senx € x — + 


Mx X 
Ь) 0 < sen x — |x-— | < — 
3 
(Sugestáo: Utilize o item (5) do Exercício 10 e o item (a) acima.) 


12. a) Mostre que, para todo x > 0, 


x) x? х! 
— — — < sen x 
3l 5! 1! 


b) Mostre que, para todo x #0, 


3 5 y ç À 

x x Ixl 

sena. a IO o | | &¿— 
3! 5! 7! 


Generalize tal resultado. 


13. Suponha que f tenha derivada contínua no intervalo / e que f nunca se 
anula em Z. Prove que fé estritamente crescente em / ou estritamente 
decrescente em /. 


His i [ | Es 
* f(x) = 2х— үх? *t3,** 


a) Verifique que / é contínua em R 
b) Verifique que f (х) Z0 em R 
c) Tendo em vista que / (0) > 0, conclua que fé estritamente crescente 


(Sugestão: Veja Exercício 13.) 


5. Seja fuma função tal que f” (x) > 0 para todo x em Ja, b[. Suponha que 
existe c em Ja, b[ tal que f" (c) = f (c) = 0. Prove que f é estritamente 
crescente em Ja, b[. 


6. Suponha f derivável no intervalo aberto /. Prove que, se f for estritamente 
crescente em /, então f (x) > 0 para todo x em /. 


7. Suponha f derivável no intervalo 1. A afirmagáo: “f 6 estritamente 
crescente em 1 se, e somente se, f (x) > 0 em /” é falsa ou verdadeira? 
Justifique. 


8. Suponha f derivável no intervalo /. Prove: f crescente em 7 & f(x) > 0 
em 1. 


(Lembrete: f se diz crescente em 1 se quaisquer que sejam setem 1,8 < t 


> f(s) </(02 


19. Sejam f, g duas funções deriváveis em Ja, bl, tais que f(x) < g' (x) V x 
em (а, b[. Suponha que exista c em Ja, b[, com f(c) = g (c). Prove que f 
(x) < g (x) para x > c e f(x) > g (x) para x < c. 


9.3. CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXÃO 


Seja f derivável no intervalo aberto / e seja p um ponto de 7. A reta tangente 
em (p, /(р)) ao gráfico de fé 


y-fQ)-f (р) (хр) ou у=/(р)+/ (р)(х—р). 


Deste modo, a reta tangente em (р,/(р)) 6 o gráfico da fungáo T dada por 


TQ) = /(р) + f (p) (=p). 


Definição 1. Dizemos que ftem a concavidade para cima no intervalo aberto 
Ise 


Jœ) > Т(х) 


quaisquer que sejam x e p em /, com x Z p. 


2. Dizemos que ftem a concavidade para baixo no intervalo aberto 


Јо) < Т(х) 


quaisquer que sejam x e p em 1, com x Z p. 


Definição 3. Sejam fuma função e p € Df com f contínua em p. Dizemos 


que p é ponto de inflexào de f'se existirem números reais a е b, com p € ]a, 
ус Df tal que ftenha concavidades de nomes contrários em Ja, p[ e em ір, 
Ы. 


p é ponto de inflexáo de f p é ponto de inflexão de f 
(ponto de inflexão oblíquo) (ponto de inflexão horizontal) 


Teorema. Seja f uma função que admite derivada até a 2.º ordem no 
intervalo aberto 7. 


а) Se f'(x) > 0 em 1, então fterá a concavidade para cima em 1. 


b) Se" (x) < 0 em /, então fterá a concavidade para baixo em /. 


Demonstração 


a) Seja p um real qualquer em 1. Precisamos provar que, para todo x em 7, x 
Ер, 


ТО)» Т() 


em que T(x) = f(p) + f (p) (x — p). 

Consideremos a funcáo g (x) = f(x) - Т(х),х € I; vamos provar que g (x) > 
0 para todo x em 7, x £p. 

Temos 


g'(x) = f'(x) - T'(x) 
T'(x) = f'(p) 


daí 


g Q)-fQ)-f (p),x El. 


Como f” (x) > 0 em 1, segue que f é estritamente crescente em /. Então, 


g(x)>0 para x > p 
g'(x) < 0 para x < p. 


Segue que g é estritamente decrescente em (x € / | x < р} e estritamente 
crescente em (x € I| x > pj. Como g (p) = 0, resultado 


g(x)20 
para todo x em 7, x Z p. 


b) Ficaaseucargo. m 


EXEMPLO 1. Seja fi) — е = + Estude f com relação à 
concavidade e determine os pontos de inflexáo. 


Solução 


f” (x) = 2-1) е 2. 


е 
хэ 


Соше е 2 E 0 para todo x, o sinal de /" (x) é o mesmo que o de 


f" AA т (variacáo do 
-1 1 sinal de f") 


f U n U (concavidade 
-1 1 def) 


f"(x)>0 em ]-9,-1[ eem ]1, +%[ 
f"(x)<0 em ]-1 1[ 


entáo, 


f tem a concavidade para cima em ]-%,—1[ eem Jl, +%[ 
f tem a concavidade para baixo em ]—1, Ц 


Pontos de inflexáo:—1e 1. m 


x2 
= 2 
EXEMPLO 2. Esboce o gráfico de 3 (х) хи ud 
Solucáo 
зэ. 
f'g=-xe 2 r ы + - 
0 
f + эв 
0 
E * - * 
f” (х) = 02-е 2 ғр 
-1 1 
f У n А Ú 
=t 1 
Pontos de inflexão: —1 e 1. 
‚2 22 


É 9 P 2 
іп e ^ -0 e lim е ^ =0, 
x>+0 х ә —% 


EXEMPLO 3. Seja f derivável até a 3.º ordem no intervalo aberto Ге seja p € I. 
Suponha que f" (р) = 0, f” (p) 40 e que f” seja contínua em p. Prove que p é 
ponto de inflexáo. 

Solução 


Para fixar o raciocínio, suponhamos f” (p) > 0. Como f” é contínua em p, 
pela conservação do sinal, existe r > 0 (que pode ser tomado de modo que ]p — ғ, 
p + r[ esteja contido em 7) tal que: 


f" ©) > 0em]p-r.p* il. 


Segue que /" é estritamente crescente em ]p — r, p + r[. Então, 


/"(р)=0 
f" estritamente crescente em |p — r, p + rl 


implica 


f 
/ 


logo, p 


"(x< Ü: Em |p— р 
"(x)>0 em ЇР, p+ r[ 


é ponto de inflexào. 


у" А А А 


17") = 0] 


EXEMPLO 4. Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo aberto / е seja p € /. 
Suponha f” contínua em p. Prove que /" (p) = 0 é condição necessária (mas nào 
suficiente) para p ser ponto de inflexáo de /: 


Solução 


Se f" (р) + 0, pela conservação do sinal, existe r > 0 tal que /" (x) tem o 
mesmo sinal que f” (p) em ]p — r, p + r[, logo p não poderá ser ponto de inflexão. 
Fica provado, assim, que, se p for ponto de inflexão, deveremos ter 
necessariamente /” (р) = 0. Para verificar que a condição não é suficiente, basta 


olhar para a função f(x) = A : f" (0) = 0, mas 0 não é ponto de inflexão. ш 


Exercicios 9.3 


1. Estude a fungáo dada com relagáo à concavidade e pontos de inflexáo. 


аро) = x — 3⁄2 — 9х Бро) =2 = 2 - Ax 1 


-2х 


4 2 1 
оғо) = хе d)x(t) 2 t^ - — 
t 


= ЭРХ 
е) а(х) = e е —5 
X 5 -Х 
gy- ч һ)](х)=1—е 
Із ж 
In x 
DIO) = m DIO) = 22-23 + 2x 
180) = VL m)y = 
2 
mfa)=x ex о) f (x) = xInx 


2. Esboce o gráfico de cada uma das funções do exercício anterior. 
3. Seja f(x) = ax? + bx2 + cx + d, а # 0. Prove que fadmite um único 
ponto de inflexão. 


4. Se p for ponto de inflexão de fe se / (р) = 0, então diremos que p é 
ponto de inflexão horizontal de f. Cite uma condição suficiente para que p 
seja ponto de inflexão horizontal de f. 


5. бер for ponto de inflexão de fe se / (p) £0, então diremos que p é ponto 
de inflexão obliquo de f. Cite uma condição suficiente para que p seja 
ponto de inflexão oblíquo de /: 


6. Sejam fuma função derivável até a 5.º ordem no intervalo aberto 7 e p 


€ I. Suponha /5) contínua em p. Prove que 


7 (р) =” (р) = (р) = ое 9) (р) #0 


é uma condição suficiente para p ser ponto de inflexão de /: Generalize tal 
resultado. 


7. Sejafderivável até a 2.º ordem em R e tal que, para todo x, x f" (x) + f 
(x) = 4. 


а) Mostre que /" é contínua em todo x 40 


b) Mostre que fnào admite ponto de inflexáo horizontal 


99 


Seja f(x) = х5 + bx + cx) - 2x 1L. 


а) Que condigóes b e c devem satisfazer para que 1 seja ponto de 
inflexáo de /? Justifique. 

b) Existem b e c que tornam 1 ponto de inflexão horizontal? Em caso 
afirmativo, determine-os. 


9. Suponha que f" (x) > 0 em Ja, +œ[ e que existe х > a tal que f (xp) > 0. 
lim f(x) = +0, 
x =>1-00 


10. Seja f definida e derivável no intervalo aberto 7, com 1 € 7, tal que 


Prove que 


[f (х) = x? + f? (x) para todo x em 1 
yid 


а) Mostre que, para todo x em /, f” (x) existe e que f" é contínua em 7 
b) Mostre que existe r> 0 tal que f (x) > Ое" (х) > 0em ]1- r, 1 + r[ 
c) Esboce o gráfico de y = f(x). x € ]l - r, 1 + r[ 


11. Seja f definida e derivável no intervalo |-ғ, r [(r > 0). Suponha que 


Y (x) = x2 + f^ para todo x em |-ғ, r[ 
f(00 - 0 


а) Mostre que 0 é ponto de inflexão horizontal 
b) Mostre que f (х) > 0 para x 0 
c) Estude f com relação à concavidade 
d) J 3 
Mostre que f ( x) mu ОСЕ Y^ рага0<х<ғ 
y / 3! 


e) Faça um esboço do gráfico de f 


9.4. REGRAS DE Ľ HOSPITAL 


As regras de L'Hospital, que vamos enunciar a seguir e cujas demonstrações 
são deixadas para o final da seção, aplicam-se a cálculos de limites que 


oo 


apresentam indeterminagóes dos tipos — e — 
0 oo 


1.* REGRA DE L' HOSPITAL. Sejam fe g deriváveis em ]р — r, p [e em] p, p + 
r[(r > 0), com g' (x) 40 para 0 < | x — р | < r. Nestas condições, se 


lim f(x)=0, lim g(x)= 


хәр хәр 
Т" 
o FU) 

e se lim — — — existir (finito ош infinito), então 


lim Го) 
хәр 8(Х) хэр g (х). 


E 
| 


Observamos que a 1.º regra de L'Hospital continua válida se substituirmos “x 


— p” por “x — рї” ou por "x — p^" ou por “x — ёо, 


2º REGRA DE L' HOSPITAL. Sejam fe g deriváveis em ]m, p[, com в” (x) #0 
em ]m, p[. Nestas condições, se 


lim f(x) = +%, lim g(x)- +% 


xp хәр 


е ве lim ---------- existir (finito ou infinito) então 


хэр” 8 (х) 


JO tm LO, 
хәр g(x) xp g(x) 


Observamos que а 2.* regra continua válida se substituirmos “x — р ” por “x 


> р” ou por “х — p" ou por “х — +оо”. А regra permanece válida se 
substituirmos um dos símbolos +оо, ou ambos, рог —0o. 


EXEMPLO 1. Calcule 
x5 — 6x? + 8х —3 


a) lim - - 
5-21 x* —1 


х > +0 X 
c) lim хіпх. 
х->0" 


Solucáo 


№ = 6х3 +8х-3 ГО 
а) lim = | — |, Тетоѕ 


х1 x*-1 0 
‚(05-653 +8х-3) 2 5х%—18х42+8 -5 
lim 1 Л lim 3 1 
x51 msp x>1 Ах” 4 


Pela 1.^терга de L'Hospital 


х5 – 6х3 + 8х – 3 . (xŠ — 6x + 8х – 3) 5 
lim 4 = lim 4 5 -- 
x51 r= x>1 (x* —1) 4 
ou seja, 


x? — 6х3 -8x—3 5 


lim LATA 
x1 x =" 4 
: ех oo 
b) lim —2|—| 
x>o+0o X 00 
Pela 2.* regra de L'Hospital, 
x xy 
lim <= im = dm e =+0, 
x>o+0o X х +оо (X) x— +0 
Assim, 
X 
š € 
lim —= to. 


x5+0 X 


ә lim xInx=[0:(—0)] ue é uma 


х — 0* 
0 = 
É mais 


indeterminagáo que poderá ser colocada na forma — ou 
. 


que nos permitirá eliminar o In x. 
ч 


со 


interessante aqui passá-la para a forma 


oo 


, ; In x —00 
lim хілх- lim —— =| — |. 


x—0* x—0* 1 20 
х 
, 1 
| In ; p 
liy = 5-1 Un —= lim n = lim (-х)-0 
хэ0 2 x—0* /1 x50 * хо 
. — d я 
Ou ѕеја, 
lim xIn x = 0. п 
x>0 


Como vimos, as regras de L'Hospital aplicam-se ás indeterminagóes da forma 
0 > 
— е 
0 00 


indeterminação (0 < oo, о-о, 00, © 


Os próximos exemplos mostram como as outras formas de 
. 


бе 1%) podem ser reduzidas a estas. 


(Observamos que 00, 0 е 1% são indeterminações do tipo 0. æ. Veja: 00 = e0 


In0= ¿0 (7); 0 = e0 lno = об-е joo = оо Ш1 = 50070) 


EXEMPLO 2. Calcule 


x—0* x>0 


1. 1 1 
a) lim x?ex b) lim ES | 


Р 1 1 
c) lim | —— 
x=>01 X sen x 


Solução 


a) lim x? ex =[0:00]. 
х — 0" 
Ш ad 


2 - 
Fazendo Жж ех = “qe somos levados a uma 


indeterminação da forma — Então 
. 


1 
: Жк A x k 2x 
lim x“ex = lim — О lim 
x— 0+ x20 -l x50 1 ux 
e х x 


е o ültimo limite é iguala 


lim ғ р 
хә 0" -- 
e х 


Bonito! Em vez de simplificar, complicou!! Vamos, entáo, mudar а nossa 


estratégia. Fagamos a mudanga de variável 


—. (Veja: ex 


к= 
Р está pedindo a mudanga de variável 
и — —. ) Temos, então 
X 
l и 
š ) 7 : е 90 
lim х= ех = lim —=|— 
x > 0* us +e Ц 20 
Pela 2.º regra de L'Hospital, 
Я е“ , (еч ү : ен 
lim == lim ——= lim -- 
uo u^ и ә +%о (u^) u— +оо 2и 


desde que o último limite exista. Ainda, pela 2.º regra de L'Hospital, 


и 
lim —= lim e" =+0, 
иә +%0 H и ә To 


u 
Segue que lim — = +0 e, portanto, 
иэ +00 2и 


lim -- = + OO | Assim, 
u=>+0o H“ 


5 ” 
lim x“ ex ---о, 


(Observagáo. , Se 
lim zb ou [=| lim Sa) Is] [2] 
xp gí(x) 0 © хэр g'(x) 0 % 


existir (finito ou infinito), entáo 


lim 709... im LY 


xp 8(Х) х-эр g'"(x) 


9 
| Ж” : 2x 
lim = lim = 0. 
х-э0" senX х—›0* COS X 


Segue que 


2 
lim X 1- 2 БЕБЕ 
2 sen X 


ои seja, 


. l l 
lim т, = +00, 
хэ 0+ \ X“ ѕеп х 


(Observação. Se 


lim f(x) = + о, lim g (х) = te lim fœ) +1 
2 TUE xp 8(Х) 


"Hm (g (х) — f (x). y cálculo de 
х-эр 

с) 

lim EE = [00 — о |), 


x>0 X sen x 


Temos 


| 1 1 1 senx—x 0 
lim | —— = lim ------|-|. 
x50 U x senx x>0 xsenx 0 


Pela 1^ regra de L'Hospital, 


А sen x — х ы cos x —1 0 
lim ———— = lim ——————— = | – 
x20 xsenx x>0 sen x * x cos x 0 
: —sen Х 
= lim —————— — — — ——— - 0. 
x—0 cos x + cos x — x sen x 
Portanto, 
: 1 1 
lim |-- = 0. a 
х- 0 х sen x 
EXEMPLO 3. Calcule 
X 
^ 1 
lim е|е-|1+— ; 
х +90 x 


Solucáo 


Ж 
lim Є| (8 ! | БЕС 


x — +0 x 


Para facilitar as coisas, observamos: 


р 1 x 
como lim | 1 + — — е С basta entáo calcular 
х ә +0 х 


ш(144)- | 
: X х+1 Н 
lim ----------- ! 


х + E 0 


Este último limite 6 igual a 


е х 


lm — „= Е (Confira!) 
x>+0o0 x(x+1) 00 


2 2 |. y” 
»(x + 1) 2x [145] eme 
x 
ex ex 
lim api in >> 
x>+0o0 X (X ) x— +00 (1+1) 
х 


= 


pois, como já sabemos, lim =r = +c. (Ou por 


L'Hospital: 


X х 


E e 1 š 
lim = lim --- lim 
x>o+o x- x>+0 3х^ x>+0 

Portanto 
py 
lim е" e-[1+5) = +00 
x>+0 x 


EXEMPLO 4. Calcule 


х 
lim 
х ә +оо 


бх 


er 
— = +00, 
6 ) 


® Es ый b) B. [+=] 
Solução 
a) lim хх = [09. 
х 0t 
х= etlx e lim xInx = O(EXEMPLO 1) 
х->0" 

Entáo 

lim х= lim е1 = е0 = 1. 
х= 0° x 3 О? 


(1+2) 
lim хи (147) = lim | 
Жу: Я 


x— +оо х to EN 0 
O último limite é igual a х 
2 
š x^ + x : 2x 
lim - > lim ——— =0 
х ә +00 2 x>+0o0 х +1 
2 
Е oc 
Logo, 
3 1 
| і T . TJ 
lim 1+— | = lim e х7; = |. 
х ә + X^ x —Ə +00 


E 
lim LU lim (1-5) =e) п 
x39 X x>+0 x^ 
EXEMPLO 5. Calcule 
аха ES 
a) lim (1+2) b) lim Ох 
хә + x x>o+0 


Solução 


3 х 
а) lim ЦЭ “| 
х 


хә + 


lim i = lim з= 3: 
x>+0 — к= тд 
É a х 
Assim 
қ 3 
| 3 ү . хи (1+5 3 
lim (1+5) = lim e X/=e. 
х ә +0 х x— + 


(Este limite poderia, também, ter sido calculado da seguinte forma: fazendo a 


mudança de variável E am ГЭ resulta 
X и " 
3 x 1 u“ 3 
lim (1+2) = lim [1+1 =е.) 
х +0 x х +o u 


1 
b) lim (x+1 nx = [0]. 


х — o 
1 1 
i is^ In (x - 1) 
nx — n x 
(x + 1) e 
cL. 
lim —. In (+ = lim moto [=|- lim ^+ 
x>+0 In x > +0 In x © х +0 1 
Assim > 
d In (x -1) 
lim (х+10)1 = E e nx =e 
x> + х — +0 
х+1 


EXEMPLO 6. Calcule lim 
х — +% n x 


Solugáo 


| x+1 
lim | === | = [0°] 
х +оо | In x 


que ndo é indeterminagáo. Veja 


1 х +1 (х+1)1п = 
— nx 


In x 


lim (x+ MÉS Е 


x>o+0 n x 
Assim 
1 х+1 ажр) 
lim | — - lim e bx) =0, п 
x>+0 | In x x>+0 


Vimos anteriormente (Exemplo 8 da Segáo 7.2) que se f for derivável em p 
entáo 


tim LOC РОР) + f(x - pl. 
xp х-р 


ou seja, o erro Е(х)-/(х)- T (x), em que Т(х) = f(p) + f (p) (x — p), tende a 
zero mais rapidamente do que x — p, quando x tende a p, o que significa 


fe) = f (p) + f' (p) x — p) + o (x) (x — р) 
E (x) 


com lim p(x) =: О. Assim, Т(х) é um valor aproximado 
x>p 

para f (x) e o erro que se comete nesta aproximação tende a zero mais 

rapidamente do que x — p, quando x tende a p. A seguir, estamos interessados em 

determinar a de modo que 


Ру (x) = (р) + f (p) (x — p) + a (x — p)2 


seja um valor aproximado para /(х) com erro tendendo a zero mais rapidamente 


que (x — A quando x tende a p. 


EXEMPLO 7. Suponha f derivável no intervalo ]p — r, p + r[, > 0, e que a 
derivada de 2.º ordem de fexista em p. Mostre que se 


FO) LHC) + f'E- р) + ax — р)?] _ 


lim - 0 
хәр (x — р)” 
” 
então (7 = f (p) , 
2 
Solução 


Vamos, então, calcular o limite 


lim 


LO) Lf) + f'(p)(x = p) + а(х = p] _ | o] 
хәр (w: = p)2 


0 


Pela 1^ regra de L'Hospital, tal limite é igual a 


, = , 9 ey 
lim J (х) Ef (р) + 2а(х р)] = 
х-эр 2(x — p) 


-l нт E Q)- fo -|- [Л Ф- 24] 


pos Г” (р) = lim 7 02-7 0) (р). 
xp xp 


Segue hipótese que 


da 
" 
/”(р) 
оо . 
Observacáo. Seja 
Р) (х) = (р) +/' (p) @ — p) + 1-9 (x— py. 


de 


Do que vimos acima resulta 


ГОО = P, (х) + ф(х)(х— py? 
Жк 
Е(х) 


сот lim pl Х ) = 0... seja, о polinómio P2 (x) é um valor 
x— p 

aproximado de f (x) сот erro E (x) = 9 (x) (x — р)? tendendo a zero mais 

rapidamente do que (x - py, quando x tende a р. O polinômio Ро (x) é 

denominado polinômio de Taylor de ordem 2 de f em x = p. 


EXEMPLO 8. Suponha f derivável até а 2.º ordem no intervalo ]p - r, p + r[, r > 
0, e que a derivada de 3.* ordem de f'exista em p. Mostre que se 


IU р)? + а(х = p] 


fo) — РСР) ФУ (р)(®—ру+ 
lim =0 
x>p (x — py 


entáo, a = 


Solução 


Pela 1.*regra de L'Hospital, o limite acima é igual a 


lim 


/'(х)—[/'(р) + /”(р)(х— р) + За(х— pP] _ | 0 | 
хәр 3(x— р)? 


0 


/”(х)у—[/”(р) + ба(х — p)] 


= lim 
x>p 6(x— p) 

= lim 1| £0 - f (p) 6a |= ! [£"(p)— 6a]. 
хәр 6 хоор 6 


Da hipótese, segue 


гї АЕ. a 
3 


O polinómio 


2 3 
(x—p)-t (x py 


Py()-f(pp-*f'(px-pt- f (p) f е 


3 


denomina-se polinómio de Taylor de ordem 3 de fem х = р. берме, do que vimos 
acima, que P3 (x) é um valor aproximado de f(x) com erro E (x) = f(x) — P3 (x) 


tendendo a zero mais rapidamente do que (x — руз, раға х їепаепао а р. 
Generalize. O polinômio de Taylor de uma função é uma das ferramentas 
poderosas do cálculo numérico. No Cap. 15, voltaremos ao polinómio de Tay lor. 

Para encerrar a segáo, vamos provar as regras de L'Hospital. Para provar tais 
regras, vamos substituir a hipótese g' (x) 40 em Jp, p + r[, na 1.* regra, e g' (x) 7 
Оет Jm, р[, na 2.º regra, por g' (x) > 0 nestes intervalos. (Este fato nào restringe 
em nada as nossas regras, pois o teorema de Darboux (veja Exercício 8 da Segáo 
9.7) nos diz exatamente o seguinte: g' (x) # 0 no intervalo aberto / — g'(x) 
mantém o mesmo sinal neste intervalo.) 


Demonstração da 1.“тевта de L'Hospital 


Suponhamos 


lim г). L, L € R. 
х-эр" g (x) 


Segue que, dado € > 0 existe ó > 0, ó < қ tal que, para p < x < p + ó, tem-se 


Do Exemplo 8 da Seçào 9.2, segue que, para p < x < p + ó, tem-se, também, 


IA 


g(x) 


L-e< < L + e. 


Logo, 
іш 200 = р 
хә pt g(x) 


Fica para o aluno provar, como exercício, а 1.“ герга nos casos: 
, , 
: (х) : (х) 
lim / —= / — m— 
х-эр" 8 (x) x— pt g (x) 
De modo análogo, demonstra-se que 


tim 709. 70) 
xp g(X) xp £ (x) 


Demonstração da 2." regra de L'Hospital 


Suponhamos 


іш LO SL LER. 
xp 8 (X) 


Pela definição de limite, dado € > 0 existe ó| > 0, com p — dj > m, tal que, para 


р-91<х<р, 


, 
2 g(x) 2 
Do Ехетр 9 da Segáo 9.2, segue que existem constantes М, Ne s, com s € р 
= 61, pl, tal que, para s < x < p, 
M 27 N 
@ +L © eO) a ++ =. 
g(x) 2 g(x) g(x) 2 


Por outro lado, de 


= 0 


=0 e lim 
xp 8(Х) 


lim 
xp B(X) 


existe ó > 0, com p д> s, tal que 
M N 

e < 
g(x) g(x) 


para p — ó < x < p. Dai e de (D resulta, para p — ó < x < p, 


€ 
2 


€ 
---< 
2 


— 


Ou seja, 


= 
xp 8(Х) 


Fica para O aluno provar, como exercicio, a 2^ regra no caso 


PO) 


li ım = +оо „ De modo análogo, demonstra- 
, 
xp g(x) 


fe) im LO 


= . 
хәр? g(x) хәр? g (X) 
Observação. Аз regras de hospital ^ contam-nos que, se 


f(x) 0 


lim — = == ou 


lim fo) - |2 al ese lim ra 
oo xp g (ОХ, 
О) 


х-эр g(x) 


também existirá e 


— 
— 
— 
5 


exista (уе)а Ехегсісіо 4). 


Exercicios 9.4 


lim = 
xp 8 (x) 


poderá existir, sem que lim 


Т (х) 


Entretanto, 


f'(x) 
zp 2 (x) 


1. 


Саісше 


4х3 +x? +3 
x» +1 
1 


c) lim хех 
x>0+ 


a) lim 
х-»-1 


é In x 
е) lim 
x— +e e” 


2) lim (1 – соѕх) ах 


хэ 0 


1 
i) lim Б + In ‚| 
x50tLx 


. tg3x—sen x 
1) lim EUM 
x30 sen” x 


x21 x0 —1 
3x 
d) lim 5 
хә +0 X“ 
D lim senxlnx 
x>o0t 
мэ 
h) lim (52-41) х 
x— +o 
1 
j) lim (1- cos x)x 
х- 07 
3 х 
т) lim - 


x—Ü0 1 — cos x 


n) lim хе o) lim [x— 3/3 —х] 

x= += xo 

1 
4—1 " Е 

р) lim q) lim ES 

x1 к=] хә+=| xº+1 

1 
: | .. чо 

r) lim [cos 3x |590 x s) lim х? 

х>0+ x>0+ 


2. Sejam fe g deriváveis até a 2.º ordem em |р, b[, com g” (x) 40 em |р, 
b[. Suponha que 


lim f@)= lim / (9-0 e lim g()= lim, 20)=0 


x— pt х-эрт x— p+ хәр 
ой 
lim ро) = lim f'@)==% е lim 2()-7 lim 2”(х) = о. 
х-эр х-р хәр хәр 


"(х) 
Prove que, se lim q existir (finito ou infinito) 
х-эр" g"(x) 
; (х) 
entáo 1 um 1452) existirá e 
хә pf g(x) 
š (x) : "(х) 
Іші Јо) = lim 2 : 
хэр} 8(Х) x—p* 8"(x) 


Generalize tal resultado. 


3. Calcule 


a) lim b) lim 
x>1 x—0t sen” 
: I х= Х 
с) lim d) lim IET 
хә + x>0 x" 


4. 


X 


que 


lim f(x) = lim g(x)—0, lim 
f'(x) 


fœ | 


х->0 x>0 х->0 g(x) 


Sejam Fx) =x sen — eg (x) = Y. Verifique 


0 


e que lim — — — não existe. Há alguma contradição com 


x0 g'(x) 


а l^ regra de L'Hospital? 


9.5. GRÁFICOS 
Para o esboço do gráfico de uma função f; sugerimos o roteiro: 

1) explicitar o domínio; 

›) determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento; 

2) estudar a concavidade e destacar os pontos de inflexào; 

1) calcular os limites laterais de ff em p, nos casos: 
(0 p$ Бр mas p é extremo de um dos intervalos que compõem Df: 
(рє Df mas fnão é contínua em p. 

2) calcular os limites para x — +% e x — —o0, 

) determinar ou localizar as raízes de f. 


EXEMPLO 1. Esboce o gráfico de f(x) = x3-32-xd. 


Solução 


1) Df= R. 


э) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


f 


2) Concavidade e pontos de inflexão. 


= 
|= 


Ponto de inflexáo: — 


1) Como fé contínua em R, precisamos, apenas, calcular os limites para x — +оо 
ex > —00, 


lim [2-3-x41]-2 lim ell ЫҢ 40 
x 


x>+0 x— +0 x x" 
Е 2 
Іші [?-2—-х+1]=—. 

хә—%® 


2) Asraízes de fsáo: —1 e 1 (1 é raiz dupla). 


1 
3 
1 

3 
0 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico de f ( X ) — 
й “ э LI 
Solução 


1) Df=R- {0}. 
3) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


Para calcular f(x) é conveniente escrever f na forma 


: 
Ро) = х + 3 


2 (х2 2 — 
f' (х) =2х- 2x7? ou Род- 2g tpe -D 
x 


ES Z 


=й 0 1 


f 


Observação. O sinal de / (х) é o mesmo que o de já que 
^" 


2 (x2 + 1) 
т^ d 


0. 


2) Concavidade e pontos de inflexão. 


Não há ponto de inflexão. 


1) Limites laterais de fem 0. 


: 2 1 : 2 1 
lim [x + —]= lim [xX + |] = +=. 
x>0+ x^ x07 x^ 


2) Limites para x > +% e x > —oo, 


х — + 


lim E + >| = +оо = lim |? +5] 


) fnào admite raiz. 


Observe que, quando x tende а +% ou —oo, o gráfico de f vai “encostando” por 


cima no gráfico de y = х2. ш 


4х + 5 
—. 
x^ —1 


EXEMPLO 3. Esboce o gráfico de f ( X) = 


Solução 


1) ру= {x E R|x #41}. 


3) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


х--2 
—4x2 —10x— 4 2 | 
(х2 — 1) 


779 


Р 


Ї 


2) Concavidade e pontos de inflexão. 


(8х – 10) (х2 – 1)2 – (-4х2 – 10х – 4) 2 (х2 – 1) 2х 


"(х) = 7 
f Ay 


(x? — 1) [8х3 + 30x? + 24x + 10] 
(х2 — 1⁄4 


f” O) 


Vimos, no Exemplo 5-9.2, que g (x) = 8x3 + 30x2 + 24x + 10 admite uma 
única raiz real a, com -3<а<-2,е que 


g(x)<0parax<aeg(x)>0parax>a. 


Combinando o sinal de g (x) com o de х?- 1, resulta 


а -1 1 
Ponto de inflexão: а é о único ponto de inflexão. 


1) Limites laterais em —1 e 1. 


4x+5 : 1 4х+5 
1 5 = lim . = +0 
Жав x= = Хээр" p= xl 
Y 4x+5 
li 5 - 
ХЭЭ We 
lim q = lim ENS -з«(-2|--ж 
х=» x*-—1 x3-1F x1 k 1 2 
lim 2555 2 
RS 4251 
4х 45 4x +5 
е) lim =0= lim 5 
x>+o x^—1 хә -6 х“ —1 


- 
А única raizde fé — 222 


4 


ыг 


Seja f uma função. Se existir uma reta y = mx + n tal que 
lim [f0)—(mx+n)]=0, cmo 
x>+0 


diremos que y = mx + n é uma assíntota para f; se m = 0, teremos uma assíntota 
horizontal, e se m 40, uma assíntota obliqua. 


lim [f(0)=n]=0 


хэ +в 


у = n é uma assíntota 


i assíntota oblíqua 
horizontal ssíntota oblíq 


O que dissemos рага x — +% vale para x — —о. 


p (x) 
Se f for da forma f (X) — ------- ¿com p e q polinômios, / 
q (x) 
admitirá assíntota se “grau de p — grau de q” for menor ou igual a 1. Se “grau de 
p — grau de 4” for 1 ou 0, para determinar a assíntota basta “extrair os inteiros". 


Se "grau de p — grau de q" for estritamente menor que zero, ou seja, se grau de q 
for estritamente maior que grau de p, entào y = 0 é uma assíntota. 


EXEMPLO 4. Determine а assintota е  esboce o gráfico de 


3 
X- 
Лд--- 
x? +1 
Solução 


f é uma função racional e a diferença entre o grau do numerador e do 
denominador é 1, logo, fadmite assíntota. Temos 


X^ X 


= x — 


x? +1 x2 +1 


Como 
š x . X 
lim —5—— 20-2 lim ———. 
хә +00 X^ + 1 x>-—o x^ +] 


quando x tende а +% ой —oo, o gráfico de f vai encostando na assíntota у = x. 
Temos, agora, 


1) Бу= R. 


3) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


fé contínua em Re (х) > 0, para x £0, logo, fé estritamente crescente em 
R. 


2) Concavidade e pontos de inflexao. 


-2х(х2-3) 
(12 + 1)3 


ye (x) = 


3 3 
: Ж" 2 x 
d) lim + =+% e lim 5 = —%, 
x5+0 xº+1 х-з-о xº +1 


2) Оба única raiz de f: 


) y= x ё assíntota. 


Observação. Como f (0) = 0, у = 0 é a reta tangente ao gráfico de fem (0, 0). 


Muitas vezes, por inspegáo, é possível prever a existéncia ou nào de assíntota. 
Um bom indicador para a existência de assíntota oblíqua é o seguinte: se para x 
suficientemente grande, f(x) * mx, para algum т, entáo será razoável esperar a 
existéncia de assíntota. Por exemplo, para x suficientemente grande, temos: 


fli et та” 


\ FE 


44x? + x F1 = 2х 
4х 4х5 


Entáo, é razoável esperar que tais funcóes admitam assíntotas. 


Observe: 


lim [f()- mx—-n]20e€n-^ lim [f(x) mx] 
x - +90 x>+0 


Para determinar assíntota, procedemos assim: primeiro determinamos т 
(caso exista) para que 


lim [f(x) — mx] (ou lim [f(x) — тх) 
х ә + x>-% 


seja finito; em seguida, tomamos para л o valor deste limite. 


Observamos que se lim [ f o0 — тх) for finito, 
х ә + 


entáo 


lim J Q) — mx _ 0 
х — To X 


ou seja, 


F X 
m= lim fe 
х — +° A 
(Cuidado. lim foe» poderá ser finito sem que 
. xƏ+% X 
lim [f (x) — mx] 
X — +00 й К ‚ о seja. Verifique.) De modo 
lim [Im = mx] 


análogo, se Х-- —00 for finito, 


Jf (x) 
deveremos ter obrigatoriamente m = lim ——,‚л 
х->-% X 


seguir, sugerimos um processo para se determinar assíntota. 


Primeiro determine т, caso exista, através do limite 


212) 


т- lim ; 
хә +оо X 


Em seguida, calcule 


n= lim |/(х)- mx]. 
х — ro 


Se n for finito, y = mx + n será assíntota (para x — +00). Proceda de modo 
análogo para x — -о. 


Observação. Se lim Т (х ) = "a со o 
: ‚хә +0 
lim г (х) existe, pela 2º regra de LHospital 
х — +0 f( 
` Ж | — 


x>o+40 X х — +00 
(Interprete.) 


EXEMPLO 5. Determine as assíntotas de 


ТО) 4x? +1. 


Temos 


| 
| 1 
E S 11+ — se x>0 
fo» _ lx] ү! + = _ ү х2 
x x Í T 
& au se х<0 
X^ 
Segue que 
! (Х : | 1 
lim Fi. lim .;l4—551 
x4 Xx х — +o Y са 
: X . | 1 
lim O) = lim -.1-Ғ----іІ 
X——% X х->-9 Y ХЭ 


Assim, т = 1, para x > +оо, e m = —1 para x > —oo. Vamos, agora, deteminar n. 
Para x — “оф, 


п- lim [f(x)— mx] 
Г +0 


n= lim [4x? ух] 
х — +0 


lim | ——— ——— = 0 


Assim, para x — +00, у = x é assíntota. Para x — —оо, temos 


n= lim [12 +1 + x] 


х->-%9 
š Го Ё 1 
= lim [4u^-ct1-—u]- lim = 0. 
us o us +0 үи? +1+и 
Logo, para x > -о,у--х é assíntota. 
п 


EXEMPLO 6. Determine as assíntotas е esboce о gráfico de 


f(x) = (4х? +х+1. 


Solução 
Temos 
ixi l4 4 142 [TR se х>0 
ғә ТЕ үз us 28 
x E X Е I l l 
E ui se х<0. 
x x" 


Daí 


шш 209. tm — 44 l4 1 


x>- X x—-—0 X хэ 


--2. 


Assim, para x > +оо, т = 2, e, para x — —®, т = —2. Vamos, agora, determinar 
n. Para х — +оо, temos 


n= lim [f(x)- тх] = lim (4x? +x+1-2x) 
х ә +o х ә + 


Para x > 0, 


БЭЛ ғғ “эй! 
|4х'+х+1—2х= ————— 
TAX" + x +1 + 2x 


o 
ү x х: 


1 
Segue que рр == — , Logo, para x — +00, y = 2x + 4 


é assintota. Para x — —oo, 


п- (іп ШЕ +x+1+ 2х | 


x>-0w 


lim ЕШ —и+1- 2 


и — +00 


“is 


"URL Hii.s É 
uto | 
Y и и? 
Assim, para x — ->, y — --2х —  — — é assíntota. Temos, então, 


as assíntotas 


y =2x + Я (para х — +0) 


ym ym - (para x — —0), 


Temos, agora, 


3) Df= R, pois, 4х2 + x + 1> 0 para todo x. 


3) Intervalos de crescimento e de decrescimento 


2) Concavidade е pontos de inflexão 


15 


en (x) = 2 2 
4 (4x + x cl) 44x^ +х+1 


f" (x) > 0 para todo x, logo, concavidade para cima em R. 


d) lim J42+x+1=+%= lim j4x2 x & 1. 


хә +оо х ә —% 


EXEMPLO 7. Determine аз assíntotas е  esboce о gráfico de 
ys 3123 

f(x) = x? — х2. 

Solução 


Temos 


A X 


Segue que 


c) 3] 43 — y2 
JO) vv — x 3 


іш 209. шүр 
хә +0 X х To \ x 


е 


lim 
х ә —% x X— —% q 


Assim, m = 1. Vamos, agora, determinar n. 


f(x) — mx = х31- Д, д х= 
Y x 


Para x — +оо, 


n= lim [f(x)—- mx] lim 
x>+0 us 0* и 


Pela 1^ regra de L'Hospital, 


> 


de 


a BONS EET 
n= lim = 


20. үр, бірне sa, 
X 


Logo, Y = X = —F é assíntota para x — +оо e para x — —oo, 


3 


Temos, agora, 
1) ру= R. 


>) Intervalos de crescimento е de decrescimento 


f” @ = ===> 
9 (3 - x2y (x —1) 


Ponto de inflexáo: 1 6 o único ponto de inflexáo. 


Р, f . | 1 
d) lim dx? —x2 = lim x3]-— = +0 
x>o+0 х co Y X 
lim 4х3-х2 = —o 
х ә —% 


2) Em Ое 1 a função é contínua mas nào é derivável. Vamos então estudar o 
comportamento do gráfico de f/nos pontos de abscissas 0 e 1. 


(0. /(0)) 


Seja sy a reta secante ao gráfico de f passando pelos pontos (0, f (0)) e (x, / 


(x)). O coeficiente angular de sx é 


= 
x- f(0) 380-2 | 
E Баг 15 We ЖИН =н, 
х—0 x хх 
lim Т(х)-- f(0) ccm cê lim PISO 2. 


x>0 x0 х- 07 x= Ü 


OJO) 


O coeficiente angular da reta secante sy, que passa pelos pontos (1, f(1)) e (x, f 


(уе 


(хү f 3153 — y2 = 
PIP 355 t —,х +1. 
xl xem T ITE: — 1) 
; x) ға À 53 ай 20! 
lim Хо) Д!!) = lim о) О = +00, 
x-1* x—1 х-эГ х-1 


No ponto (1, /(1)) o gráfico de fadmite uma reta tangente vertical. 


Gráfico de f 


Interprete graficamente os limites 


lim feo 10), lim 


f(x) - Го) 


x—0* x-0 х 05 


Exercicios 9.5 


#—0 


Esboce o gráfico. 


: 3 2 3 2 
1. рО) = — Зх + 3x 2. о) =х = +1 
х 
3. у= y (2-4 4. у= 
x+1 
х2 zy 
5. y= — 6 р(х) = хе" 
x-t1 
А =x 4 2 
7. f) = 2х 4146 8. р(х) = e 
4 2 r 
š 3x2 | 
9. у= 2 — 2f. 4241 10. f(x) = З хз —х 
i 4 2 
3 3 
П. у= = 12. y= —^ 
x^ +4 х= 1 
Ес; š 
з. у= EA А. y=- e 
х2 


17. y= xc 
x^ 
19. у= кошы 
x^ 


9.6. MÁXIMOS E MÍNIMOS 


Definição 1. Sejam fuma função, 4 С Dre p € A. Dizemos que f (p) é o 


valor máximo de f em A ou que p um ponto de máximo de f em A se f(x) € f 


(p) para todo x em А. Se f(x) > /(р) para todo x em 4, dizemos então que f 
(p) é o valor mínimo de fem А ou que p é um ponto de mínimo de f em A. 


f (p|) valor máximo de fem A 
f (ру) valor mínimo de f em А 


Definição 2. Sejam fuma função e p е Df Dizemos que f (p) é o valor 
máximo global de f ou que p é um ponto de máximo global de f se, para todo х 
em Dj f(x) S< f(p). Se, para todo x em Dg f(x) > f (p), diremos então que f 
(р) é o valor mínimo global de f ou que p é um ponto de mínimo global de f. 


Definição 3. Sejam fuma função e p € Df Dizemos que p é ponto de 


máximo local de f'se existir г > 0 tal que 


ЈО) </(р) 


para todo x em ]p — r, p + r[N Df Por outro lado, dizemos que p é ponto de 


mínimo local de f'se existir r > 0 tal que 


Го) >/(р) 


para todo x em ]p — r, p + П Df 


5) é o valor máximo global de f 
Р>Рдер6 São pontos de mínimo local; f (p>) é o valor mínimo global de f 


P4: P3 € Ps são pontos de máximo local; f (ps) é 
é 


Uma boa maneira de se determinar os pontos de máximo e de mínimo de 
uma fungáo fé estudá-la com relagáo a crescimento e decrescimento. Sejam a 
<c < b; se f for crescente em ja, c] e decrescente em (с, Ы, então c será ит 
ponto de máximo local de f; se f for decrescente em Ja, c] e crescente em (с, b[ 
entáo c será um ponto de mínimo local de f. 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = x? — 3x2 + 3. 


а) Estude /сош relagáo a máximos e mínimos. 
b) Determine os valores máximo e mínimo de fem [-2, 3]. Em que pontos estes 
valores sáo atingidos? 


Solução 
2 - - + 
" f 1 + 
а) | р(х) = 3X” — 6х 0 2 
0 2 
ponto de máximo local: 0 
ponto de mínimo local: 2 
Como 
: 3 2 : 3 2 
lim (x -3х +3) = +% e lim (x —3х + 3) = —o, 
x— +e x>-% 


segue que fnáo assume nem valor máximo global, nem valor mínimo global. 


К-—2) = —17 é o valor mínimo de fem [—2, 3]. 
КО) = ХЗ) = 3é o valor máximo de fem [-2, 3]. 


EXEMPLO 2. Determine dois números positivos cuja soma seja 4 e tal que a 
soma do cubo do menor com o quadrado do maior seja mínima. 


Solução 


Indiquemos por x o número menor (0 <x <2); assim o maior é 4- x. Seja 


S) = х3 + (4-x)2, 0 <x «2. 


Devemos determinar x que torna mínimo o valor de $. Temos 


S (x)=3x2+2x-8 


o 
we 
to 


Assim, X = torna mínimo o valor de S. 
4 


? Q | + 


Conclusáo. números procurados são 


o=; ш 
3 

EXEMPLO 3. Pede-se construir um cilindro circular reto de área total 5 dada e 

cujo volume seja máximo. 

Solução 


Precisamos determinar r (raio da base) e A (altura). 


Temos 
s 9 
[área da Базе = r^ 
| área lateral = 27rrh 
Assim, 
S= 2212 + 2arh 
2 


S — 29r* |5 
ран жан еск E 
2тг \2т 


Podemos, então, exprimir o volume V em função de r. 


2 5-2? 5 ., 
V (r) = a+ ——— ——, 0 < r< ,|—— (S é constante) 
2тг \2т 


ou 


E TN 
2 Ү2т 


Devemos determinar r que torna V máximo. 


Зи" = 0 «г ж в 
Үбт 


5 
V'(r) 37r; 


| N 
ә 


to 


Observação. A condição 0 < r < ES é para deixar r > 0 e h > 2 


27 


у’ 


torna V máximo. 


Assim, г = 
als 
\ бт 
|$ |$ 
Conclusáo. == l. = an. 
r= V6 eh 24 
бт 6 
respectivamente, о raio e a altura do cilindro de volume máximo. 


Exercícios 9.6 


1. Estude a função dada com relação a máximos e mínimos locais е 


globais. 
a) X 
y) = 
1+ x2 
b) f(x) =хе 2 


уо) = ее 3х 


d) f(x) = 2х3 - 932 + 12x + 3 

e) f(x) = x2 e 3x 2 

Dx (7 teft 

8) rx = x* - A3 4х2 +2 

Л) Р(х) = sen x + cosx,x € [0,7] 


Dy(--D432*4r€[-1,3] р ло) = — xE [| 
bs tg x 


DIO) = my=e 


3 
п)у = 0) y= š x —x 


Determine as dimensóes do retángulo de área máxima e cujo perímetro 
2p é dado. 

Determine o número real positivo cuja diferenga entre ele e seu 
quadrado seja máxima. 

Determine o nümero real positivo cuja soma com о inverso de seu 


quadrado seja mínima. 


Determine a altura do cilindro circular reto, de volume máximo, inscrito 
na esfera de raio Ё dado. 


Determine a altura do cone circular reto, de volume máximo, inscrito na 
esfera de raio R dado. 


Determine a altura do cone circular reto, de volume máximo, e com 
geratriz a dada. 


Considere a curva y = 1 — х2, 0 xx < 1. Traçar uma tangente à curva tal 
que a área do triángulo que ela forma com os eixos coordenados seja 
mínima. 


Determine o retángulo de área máxima e lados paralelos aos eixos 

coordenados, inscrito na elipse 4x2 + у2 =1. 

* Deseja-se construir uma caixa, de forma cilíndrica, de 1 m? de volume. 
Nas laterais e no fundo será utilizado material que custa R$ 10 o metro 
quadrado e na tampa material de R$ 20 o metro quadrado. Determine as 
dimensóes da caixa que minimizem o custo do material empregado. 


r é uma reta que passa pelo ponto (1, 2) e intercepta os eixos nos pontos 
`A = (а, 0) e B = (0, Б), com a > 0 e b > 0. Determine r de modo que а 
distáncia de 4 a B seja a menor possível. 


11 


12. Certa pessoa que se encontra em А, para atingir С, utilizará na travessia 
do rio (de 100 m de largura) um barco com velocidade máxima de 10 
km/h; de B a C utilizará uma bicicleta com velocidade máxima de 15 
km/h. Determine B para que o tempo gasto no percurso seja o menor 
possivel. 


10 km 


13. Qual o ponto P da curva y = х2 que se encontra mais próximo de (3, 0)? 
Seja P = (a, b) tal ponto; mostre que a reta que passa por (3, 0) e (a, 5) é 
normal а curva em (a, 8). 


14. P. 
- 
Encontre о ponto da curva у = —,* > 0, que está mais próximo 
` 
da origem. 


15. Duas partículas Р e Q movem-se, respectivamente, sobre os eixos Ox е 
Oy. A função de posição de P é / e a de Q, 


х= vt 
% 33 


у= Ё — — 120 Determine o instante em que a distância 
ч 


entre Ре O seja a menor possível. 


16. Seja g definida e positiva no intervalo /. Seja p € T. Prove: p será ponto 


18. 


19. 


de máximo (ou de mínimo) de h (x) — v4 (x) em 1, 


se, e somente se, p for ponto de máximo (ou de mínimo) de g em 7. 


. Um sólido será construído acoplando-se a um cilindro circular reto, de 


altura Л e raio ғ, uma semiesfera de raio ғ. Deseja-se que a área da 
superfície do sólido seja 57. Determine r e Л para que o volume seja 
máximo. 


A Cia. a Ltda. produz determinado produto e vende-o a um preço unitário 
de R$ 13. Estimase que o custo total c para produzir e vender q unidades 
é dado por c = РЫ = 39? + 44 + 2. Supondo que toda a produção seja 
absorvida pelo mercado consumidor, que quantidade deverá ser 
produzida para se ter lucro máximo? 


Determinado produto é produzido e vendido a um prego unitário p. O 
prego de venda náo é constante, mas varia em fungáo da quantidade 4 
demandada pelo mercado, de acordo com a equação 


р = 20 — q „0 <q € 20. Admita que, para produzir е 


vender uma unidade do produto, a empresa gasta em média R$ 3,50. 


Que quantidade deverá ser produzida para que o lucro seja máximo? 


20. Do ponto А, situado numa das margens de um rio, de 100 т de largura, 
deve-se levar energia elétrica ao ponto C situado na outra margem do 
rio. O fio a ser utilizado na água custa R$ 5 o metro, e o que será utilizado 
fora, R$ 3 o metro. Como deverá ser feita a ligacáo para que о gasto 
com os fios seja o menor possível? (Suponha as margens retilíneas e 
paralelas.) 


АА 
1000 m 


21. Sejam P = (0, a) e Q = (b, с), em que a, be с são números reais dados e 
estritamente positivos. Seja M = (x, 0), com 0 <x <b. 


22. 


23. 


24. 


25: 


26. 


27 


28. 


29. 


а) Determine x рага que o perímetro do triángulo PMO seja mínimo. 
b) Conclua que o perímetro será mínimo para а = р. 
3 


` Determine M no gráfico de y = x^, 0 € x < 1, de modo que a área do 


triángulo de vértices (0, 0), (1, 1) e M seja máxima. 


A Cia. y Ltda. produz um determinado produto e vende-o com um lucro 
total dado por L (q) = -43 + 1242 + 604 - 4, em que q representa a 
quantidade produzida. Determine o lucro máximo e a produgáo que 
maximiza o lucro. Esboce o gráfico desta fungáo. 


Determine uma reta tangente ao gráfico de y = 1 — х?, de modo que a 
distáncia da origem a ela seja a menor possível. 


Determine o ponto da parábola y = 1 — х2 


да origem. 


que se encontra mais próximo 
Seja (x0, y0), хо > 0 e yg > 0, um ponto da elipse x2 + 4y2 =1.SejaTa 
reta tangente à elipse no ponto (xp, yO). 
a) Verifique que Ttem por equação 
хох +4ууу= 1. 


b) Determine хү de modo que a área do triángulo determinado por Те 
pelos eixos coordenados seja mínima. 


. Uma partícula P desloca-se sobre o eixo x com velocidade constante e 


igual a 1. Outra partícula O desloca-se sobre a parábola y = 1 — x2 de 
modo que sua projegáo sobre o eixo x descreve um movimento com 
velocidade constante e igual a 2. No instante t = 0, as partículas P e О 
encontram-se, respectivamente, nas ровісбев (0, 0) e (0, 1). Determine о 
instante em que as partículas encontram-se mais próximas. 


Dado o triángulo retángulo de catetos 3 e 4, determine o retángulo de 
maior área nele inscrito, de modo que um dos lados esteja contido na 
hipotenusa. 

Determine o ponto da parábola y — x 
геа у= x — 2. 


que se encontra mais próximo da 


30. Dois vértices de um retángulo R estáo sobre o eixo х e оз outros dois 


X > 0 « Considere о 


sobre о gráfico de Y = 


7%: 
14-27 
cilindro que зе obtém girando о retángulo R em torno do eixo х. 
Determine o retângulo R de modo que o volume do cilindro seja o maior 
possível. 


31. Considere duas retas paralelas ге s. Sejam А e C dois pontos distintos de 
re B um ponto de s. 


A [^ 


Q B 


Determine Q na reta s de modo que a soma das áreas dos triángulos APC 
е ОРВ seja mínima. 


32. Considere o triángulo isósceles АВС, com AB = BC. Seja Н o ponto 
médio de AC. Determine P no segmento НВ de modo que a soma das 
distâncias de P aos pontos 4, B e C seja a menor possível. 


33. (Lei de refração de Snellius). Considere uma reta r e dois pontos P e O 
localizados em semiplanos opostos. 


9.7. 


Uma partícula vai de Ра М com velocidade constante и e movimento 
retilíneo; em seguida, vai de Ma O com velocidade constante v, também, 
com movimento retilíneo. Mostre que o tempo de percurso será mínimo 
se 


sena sen В 
и у 


CONDIÇÃO NECESSÁRIA E CONDIÇÕES SUFICIENTES PARA 
MÁXIMOS E MÍNIMOS LOCAIS 


Sejam fuma função e p um ponto interior a Df(p interior a Df & existe um 


intervalo aberto /, com / C Dep € Г). Suponhamos f derivável em p. О nosso 


próximo teorema conta-nos que uma condição necessária, mas não suficiente, 
para que p seja ponto de máximo ou de mínimo local é que / (p) = 0. A figura 
abaixo dá-nos uma ideia geométrica do que falamos acima. 


p, é o ponto de mínimo local: f’ (pj) = 0 

р» é o ponto de máximo local: f' (p,) = O 

f” (px) = 0, mas p, nem é ponto de máximo, 

nem de mínimo; py é ponto de inflexão horizontal 
pa é ponto de máximo local, mas /” (рі) = 0; 


pa não é ponto interior. 


Teorema 1. Seja fuma função derivável em p, em que p é um ponto 


interior a Df Uma condição necessária para que p seja ponto de máximo ou 
f c р 


de mínimo local ё que f (p) = 0. 


Demonstragáo 


Suponhamos que p seja ponto de máximo local (a demonstragáo será análoga 
se p for ponto de mínimo local). Assim, existe r > 0 tal que 


Јо) Sf (p) em ]p - пр+ HO Df 


Como, por hipótese, p é interior a D podemos escolher r de modo que |р — ғ, 
p * С Df Assim 


f(x) </ (р) para todo x em ]p — r, p + r[. 

Como fé derivável em р, os limites laterais 

: f (x) = Гір) : (x) = Гір) 
x pt х-р хәр х-р 


existem е sáo iguais a / (p): 


Pje- lim QA iin 70-70) 
x pt x= p x= p” xp 


,,€9 f(p) 
x= р 
lim FO) SD) = 0 


хэ pf х-р 


logo, f (p) x0. 


= 0; ven 


Para p< х «р 


conservagáo do sinal 


fo)- f») etia: 
х-р 
tim 00-70). 
хәр x- p 


logo, f (p) 20. Como (р)>0е/ (р) <0 resulta f (р) = 0. m 


Рагар-ғ<х<р, 


Um ponto p € Dfse diz ponto crítico ou ponto estacionário de fse f (p) = 0. О 
teorema anterior conta-nos, entáo, que se p for interior a Буе f derivável em p, 
entáo uma condigáo necessária para que p seja ponto de máximo ou de mínimo 
local de fé que p seja ponto crítico de f. 

Vamos, agora, estabelecer uma condigáo suficiente para que um ponto p seja 
ponto de máximo ou de mínimo local. 


Teorema 2. Sejam f uma função que admite derivada de 2.º ordem 
contínua no intervalo aberto / e p € 1. 


a) f (р) = 0e" (p) > 0 = pé ponto de mínimo local. 
b) f (р) = 0e" (р) < 0 = pé ponto de máximo local. 


Demonstragáo 
a) Como f” é contínua em 7 e f" (р) > 0, pelo teorema da conservação do sinal, 


existe r > 0 (tal r pode ser tomado de modo que ]p — r, p + r[ esteja contido em 7, 
pois estamos supondo / intervalo aberto e p € T) tal que 


fQ)»0em]p-np*ru 
Segue que f é estritamente crescente neste intervalo; como f (p) = 0, resulta: 


[f'G)€0 em]p-rpl e 
|/'(х)>0 em]p.p- r[. 


ғ + + £ 
p-r р p+r 
Ё + х А д " Г’) = 0е/" (р)>0 
p 


Logo, fé estritamente decrescente em ]p — r, p] e estritamente crescente em (р, 
p * r [. Portanto, p é ponto de mínimo local. 


b) Ғаса vocé. ш 


Exercicios 9.7 


1. Determine os pontos críticos da fungáo dada е classifique-os (а 
classificagáo refere-se a ponto de máximo local, ponto de mínimo local 
ou ponto de inflexào). 


a) 4 
s X 
ро) = 2— – х – 20 +3 
42 
) | 
x() = 30 —2r1 


с) ix) = x2 - 332 + 3x- 1 


4) ` 
Jx) = 


b 


1 
хі + 2х3 +x2 +1 


€) f(x) = х®— 4x3 + 6х? - 4x +1 
до) 2675 


2. Suponha que fadmite derivada de 3.º ordem contínua no intervalo aberto 
Ie seja p € I. Prove que se f (p) = /" (p) = 0 e f” (р) # 0 então p é 
ponto de inflexào horizontal. 

3. Suponha que f admite derivada até a 4.* ordem contínua no intervalo 
aberto Ге seja p € I. Prove que se f (р) = f" (р) = f" (p) = 0 г/Ф (р) = 
0, entáo р será ponto de máximo local se ж (р) < 0 e será ponto de 
mínimo local se (4) (p) > 0. 


4. Generalize os resultados obtidos nos Exercícios 2 e 3. 


Š. f(x) 


Seja fderivável em R e seja g dada por Py = 
g (x) 


X 
0. Suponha que р é ponto de máximo local de g. 
a) Prove que pf (p) -/(p) = 0. 
b) Prove que a reta tangente ao gráfico de /по ponto de abscissa p passa 
pela origem. 


6. Suponha que fseja derivável até a 2.º ordem em R e tal que para todo x 


Ло) ху (ху=1. 


а) Prove que fnáo admite ponto de máximo local. 

b) Prove que, se f admitir um ponto crítico хү, então xo será ponto de 
mínimo local. 

c) Prove que f poderá admitir no máximo um ponto crítico. 


7. Suponha que /ве)а derivávelaté a 2.º ordem em R e tal que para todo x 
xf'Q)tfQ)-2. 
a) Prove que, se хү) for ponto de máximo local, então хо < 0. 
b) Prove que, se хү) for ponto de mínimo local, então хо > 0. 
c) Prove que f (x) > 0 para todo x. 
(Sugestão: Observe que f (0) = 2.) 


8. (Teorema de Darboux.) Suponha g derivável em (а, b], com g' (a) < 0 e 
g' (b) > 0. Prove que existe c em Ja, b[ tal que g' (c) = 0. Interprete 
geometricamente. 


(Sugestáo: Verifique que o valor mínimo g (c) de g em [a, b] é tal que g 
(с) < g (a) e (с) < g (®).) 


9. Suponha g derivável no intervalo / e tal que g' (x) #0 em todo x de 1. 
Prove que 


g (х) > 0 em todo x € 7 
ou 
g' (x) < 0 em todo x € I. 


10. Suponha g derivável em (а, b] e seja m tal que g' (a) < m < g' (b). Prove 
que existe c em Ja, b[ tal g' (c) = m. 


(Sugestão: Aplique o Exercício 8 à função f(x) = g (x) — mx.) 


11. Seja y = f(x) uma função derivável até a 2.º ordem no intervalo aberto Z, 
tal que para todo x € /. 


Ро) ху (х)-[/(х)]?=0 
fo) #0. 


a) Verifique que /” ё contínua em /. 
b) Prove que fnáo admite ponto de máximo local em /. 

12. Seja y = f(x) derivável até а 2.º ordem em ]-5 r [, r > 0, tal que, para 
todo x € 1-5 1[, 


f G) +f G) - x Ife)? = 0. 
Suponha, ainda, que /(0) = 0 e f (0) = 1. 


а) Prove que fnão admite ponto de máximo local em (0, 7]. 
b) Prove que fnáo admite ponto de mínimo local em |-ғ, 0]. 
c) Prove que fé estritamente crescente em ]—/; г]. 


9.8. MÁXIMO E MÍNIMO DE FUNÇÃO CONTÍNUA EM INTERVALO 
FECHADO 


Seja f uma função contínua no intervalo fechado (а, b]. O teorema de 
Weierstrass (veja Cap. 5) garante-nos que f assume em (а, b] valor máximo e 
valor mínimo. Vamos descrever, a seguir, um processo bastante interessante para 
determinar os valores máximos e mínimos de f em (а, b]. Suponhamos f 
derivável em Ja, b[. Seja (р) o valor máximo de fem (а, b]; deste modo, p ou é 
extremidade de Га, b] ou p € Ja, Б; se p € Ja, Ы, pelo teorema 1 da seção 
anterior, f (р) = 0. Segue que, para se obter o valor máximo de f em [а, b], é 
suficiente comparar os valores que f assume nas extremidades de [a, b] com os 
assumidos nos pontos críticos que pertencem a Ja, b[. O valor máximo de f em (а, 
b] será então o maior desses valores. Evidentemente, o valor mínimo de fem (а, 
b] será o menor daqueles valores. 

Deixamos a seu cargo descrever um processo para se determinar os valores 
máximos e mínimos de fem (а, b], no caso em que fé contínua no intervalo 
fechado [a, b] e náo derivável em apenas um nümero finito de pontos de [a, 5]. 


Exercícios 9.8 


Determine os valores máximos e mínimos (caso existam) da fungáo dada, no 
intervalo dado. 


4 

1. ғо) = г — X — x? + 3 em [—2, 3]. 
3 2 

2. р(х) = х — Зх + 3x— lem[-2, 1]. 


x? 4 


2 X 3 2 
3. J@)= ——— —x t4x —4x + lem[-3 


3 2 


4. f(x) = sen x — cos x em (0, лт]. 


5. f@) = 3 -2х2 ет [-1, 2]. 
1 
6. f(x) = “ЕСЛОР em |0, 2[. 


3 


]. 


x` — ХЭ 


10 


PRIMITIVAS 


101. RELAÇÃO ENTRE FUNÇÕES COM DERIVADAS IGUAIS 


Já sabemos que a derivada de uma fungáo constante é zero. Entretanto, uma 
função pode ter derivada zero em todos os pontos de seu domínio e não ser 
constante; por exemplo 


1 se x0 
JfGx) = + 
1 se x< ü 


é tal que f (x) = 0 em todo x no seu domínio, mas f nào é constante. O próximo 
teorema, que é uma consequência do TVM, conta-nos que se f tiver derivada 
zero em todos os pontos de um intervalo, entáo fserá constante neste intervalo. 


Teorema. Seja f contínua no intervalo 7. Se f (x) = 0 em todo x interior a /, 


então existirá uma constante К tal que f(x) = k para todo x em 1. 


Demonstração 


Seja xy um ponto fixo em 7. Vamos provar que, para todo x em /, f(x) -/ 
(х0), о que significará que fé constante em T. Para todo x em I, x Z xq, existe, 


pelo TVM, um X pertencente ao intervalo aberto de extremos x e хо tal que 


fe) - Лего) = f (о (x — х0). 


(Observe que de acordo com a hipótese, / 6 contínua no intervalo fechado de 
extremos x e xq e derivável no intervalo aberto de mesmos extremos.) 


Como X é interior a /, pela hipótese f ( Y) = 0, logo 


Го) f(x0) = 0 ou f(x) = f(x0) 
para todo x em 1. Tomando-se А = f (xp), resulta o teorema. ш 
Como consequéncia deste teorema, provaremos que se duas funcóes tiverem 


derivadas iguais num intervalo, então, neste intervalo, elas diferiráo por uma 
constante. 


Corolário. Sejam fe g contínuas no intervalo 7. Se f(x) = g' (x) em todo x 
interior a 1, então existirá uma constante k tal que 


g(x) =) + 


para todo x em 1. 


Demonstração 


A função л (x) = g (x) — f(x) é contínua em Ге para todo x interior a Z, h ' (x) 
=g' (x) - f (x) = 0. Pelo teorema anterior, existe uma constante k tal que 


gQ)-fQ)-k ou gQ)-fQ)*k 
paratodoxem/. m 


Observamos que se fe g satisfizerem as hipóteses do corolário e se /(х0) = g 
(х0) para algum xq € 1, então f(x) = g (x) para todo x € 1. De fato, pelo 
corolário, existe k tal que 


gx) =) + 


para todo х em Z. Em particular, g (xp) = /(х0) + k, logo k = 0. Portanto, g (х) = f 
(x) em 1. 

Já vimos que se f(x) = eX, x € R, então, f (x) = eX, ou seja, a função f (x) = 
eX goza da seguinte propriedade: a sua derivada é ela própria. O próximo 
exemplo nos mostra que as únicas funções que gozam desta propriedade são as 


funções da forma f(x) = ke”, em ше k é uma constante. 


EXEMPLO 1. Seja f definida e derivável em e tal que, para todo x, f (х) = f (x). 


Prove que existe uma constante k tal que, para todo x, tem-se f(x) = k e*. 


Solugáo 


f(x) 


A ideia para a prova é considerar o quociente 2 € mostrar que a 


e X 


sua derivada é zero. Temos 


FO) Y^. FRA FE 
ех . ын e2x 4 


Da hipótese f (x) = f(x) segue 


Л)’ fee-foe 


5- 
e? e^ 


para todo x em R. Pelo teorema 1, existe uma constante k tal que, para todo х, 


fO) _ 


e Х 


=0 


К 


ou seja, 
Јо) = ke*. 
O exemplo acima nos diz que ав soluções da equação diferencial 


dy 
= y são as funções da forma y = k e", k constante, isto é, 


ау : 
МИП асре y e y — ke? fe constante; 
X 


ау 


Observe: у = f (x) é solução da equação diferencial 


= ys. 


dx 


somente se, a derivada de f for ela própria. 


EXEMPLO 2. Determine y = f(x), x € R, tal que 


dy 
— = y e f(0)=2. 
dx ” y 


Solução 


dy 3 
2 = y @ y = k æ, k constante. 
X 


Assim, a f procurada é da forma f(x) = k eX, com k constante. A condição f (0) = 
2 nos permite determinar a constante k. De fato, de f(x) = ke” segue / (0) = k e, 
portanto, k = 2. A função que satisfaz o problema dado é, então, f(x) = 2 e*. Ou 
seja y -2e*. m 


Consideremos, agora, a função f(x) = е, a constante. Temos f (x) = а ей, 
ou seja, f(x) = a f (x). Raciocinando como no Exemplo 1, prova-se (veja 
Exercício 1) que as únicas funções que satisfazem a equação f(x) = a f(x), x € 
R e a constante, são as funções da forma f (x) = k е, k constante. Ou seja, 
sendo a constante, tem-se 


dy | 
2, = ay © у = Ке“ k constante 
к 


ой 


f(x) = a f(x) € f(x) = Ке, k constante 


EXEMPLO 3. Determine a função у = y (x), x € R, que satisfaz as condições 


ЖИЫ E --1. 
а 


Solução 


dy 
Da condição y (0) = —1, resulta k = —1. A função procurada é y = —e 
R ш 


= Зу @ y = ke" (k constante). 


3х хе 


EXEMPLO 4. Determine uma função у = f(x), definida num intervalo aberto 1, 
com 1 € /, tal que f (1) = Те, para todo x em /, 


Solução 


Devemos ter, para todo x em /, 


Jœ) = x fü). 


Como а fungáo f deve ser derivável em 1, resulta que f deve ser, também, 


contínua em 1. Entáo, а condigáo / (1) = 1 e o teorema da conservagáo do sinal 
garantem-nos que, para x próximo de 1, devemos ter f (x) > 0. Vamos, então, 
procurar f. definida num intervalo aberto 1, e que, neste intervalo, satisfaça а 
condição f(x) > 0. Temos, então, 


248). m x C T. 
f (x) 


Lembrando que 


PF х 


[Inf(x)] ' = ——— e que = x, 
fix) 3 2 
x2 Y 
pls | — 
[In f(x) | > 
" 


AU 


para todo x em /. Como as derivadas das funções In f(x) e sáo iguais em 


- 
1, do corolário acima resulta que existe uma constante К tal que, para todo x em 7, 


x? 
In f (x) = re К. 


Da condição f(1) = 1, segue 


e, portanto, j^ == — — Assim, а função 


| х? 
y=—e2,x€R, 
үе 


satisfaz as condições dadas. (Observe que esta é uma função satisfazendo as 
condições dadas. Será que existe outra? Como veremos no Cap. 13, esta é a única 
função definida em R e satisfazendo as condições dadas.) m 


EXEMPLO 5. Determine uma função у = f(x), definida num intervalo aberto 1, 
com 1 € /, tal que f(1) = —1 e, para todo x em 1, 


dx 


Solução 


Devemos ter, para todo x em 1, 


Ло) = 20/69). 
A condição f(1) = —1 permite-nos supor f(x) < 0 em 7. Temos, então, 
Го 2/6) =2, хе 1. 


Lembrando que -[£(09]71y = [f(x)] 2 f (х) e que (2х)' = 2, resulta 


{ [fo] ТҮ -Оху,хе1. 


Pelo corolário, existe uma constante k tal que, para todo x € 1, 


- [FŒ]! = 2x + k. 


Da condição f (1) = —1, segue k = —1. A função 


à Гэ. 
f(x) = 55-20 x Жэ 


1 


satisfaz as condições dadas. (А condição X хээ, --- é para garantir que 1 


9 


- 
pertença ao domínio def) ш 


Exercícios 10.1 


1. Sejaf:R — R, derivável e tal que para todo x, f (x) = a f(x), a constante 
não nula. Prove que existe uma constante К, tal que, para todo x, f(x) = k 


ез. 


2. Determine y = f(x), x € R, tal que 


ЛС) = 2f() ef(0) = 1. 
(Sugestão: Utilize o Exercício 1.) 


3. Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ох, de modo que em cada instante 
ta velocidade é o dobro da posição x = x (1). Sabe-se que x (0) = 1. 
Determine a posição da partícula no instante 1. 


4. Afunçãov=f(x),x € R, é tal que f (0) = 1 e f (x) = —2 f(x) para todo 
x. Esboce o gráfico de f. 


5. Sejay=f(x),x Є R, derivável até а 2.º ordem e tal que, para todo x, f” 
(x) + f(x) = 0. Seja g dada рог g (x) = f (x) sen x — f(x) cos x. Prove 
que g é constante. 


6 Seja f: R — R derivável até а 2.º ordem e tal que, para todo x, f" (x) + f 
` (x) = 0. Prove que existe uma constante А tal que 


(х) — A cos x |” 
Í co zc 
sen x 


para todo x em 10, z[. Conclua que exista outra constante В tal que, para 
todo x em ]0, z[, f(x) = A cos + B sen x. 


(Sugestáo: Utilize o Exercício 6.) 


7. Sejaf: & — R derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo x, f” (x) — f 
(x) = 0. 


4) Prove que g (x) = ех [f (x) - f(x)], x € R, é constante. 
b)Prove que existe uma constante А tal que, para todo x, 


I-A |! 


Y 


=0. 


€ 


©) Conclua de (b) que existe uma outra constante B tal que f(x) = Ае X + 
В ex, para todo x. 


8. Sejam fe g duas funções definidas e deriváveis em R. Suponha que f (0) 
= 0, g (0) = 1 e que para todo x 


fe)-gQ) e g (1)=-/(). 


а) Mostre que, para todo x, 


(f(x) — sen x)? + (g (x) – cos x)? = 0. 


b) Conclua de (a) que f(x) = senx e g (x) = cos x. 


9. Utilizando o Exercício 1, determine a única função y = y (x), x € R, que 


satisfaga as condigóes dadas. 


dy 
a) < = 2у е у(0) = 5)----у e у(0) = –1 
ах ах 
dy _ 1 dy 1 
о < = –у e у(0) = 2 а) = = 42 y e у(0)--- 
dx 2 dx 2 


10. Determine a fungáo cujo gráfico passe pelo ponto (0, 1) e tal que a reta 


tangente no ponto de abscissa x intercepte o eixo 0х no ponto de abscissa 
+1, 


11. Determine uma fungáo y = f (x), definida num intervalo aberto, 
satisfazendo as condições dadas 


ty X 
dx y^ 


lv 
b) v = y sen x, y (0) = 1. 
dx 


12. Seja f: & — R derivávelaté а 2. ordem e tal que, para todo x, 
Ро) =). 


a) Mostre que, para todo x, 


d 4 I 
[OP +0702 | =o 
dx 

b) Conclua que existe uma constante Е tal que, para todo x, 


МОР + 7092 = E. 


13. Sejam f (i, g (1) e h (t) funções deriváveis em Re tais que, para todo 1, 


РО) = g(t) 
g'(t) = —f (t) — h(t) 
h'(t) = g(t): 

Suponha que /(0) = g (0) = Л (0) = 1. Prove que, para todo 1, 


[ГОР + [в (01° + [n c =3 


14. Sejam f (ô е g (1) funções deriváveis em R e tais que, para todo 1, 
(= 2 
f'(t) = 2д(1) 
E 115118 


Suponha, ainda, que /(0) = 0 e g (0) = 1. Prove que, para todo 1, o ponto (7 


+ у? = |. 


(0), g (1) pertence à elipse 


10.2. PRIMITIVA DE UMA FUNÇÃO 


Seja fuma função definida num intervalo 7. Uma primitiva de fem 1 é uma 
função F definida em /, tal que 


ло) - fe) 


para todo x em 1. 


3 
EXEMPLO 1. ^) = — Y^ éuma primitiva de f(x) = х2 ет R, 
X X 


m 


pois, para todo x em (3, 


Е'@® = В e, 


- 


Observe l para toda constante k, 
G ( х) = — É + ké, também, primitiva de f œ = 
- E ` 
3 
x2. ш 


EXEMPLO 2. Para toda constante k, F (x) = 2x + k é primitiva, em &, de f(x) = 
2, pois, 


fG)-Qxe&y -2 


paratodox. m 

Sendo F uma primitiva de fem 1, entáo, para toda constante k, F (x) + Кё, 
também, primitiva de f. Por outro lado, como vimos na seção anterior, se duas 
funções têm derivadas iguais num intervalo, elas diferem, neste intervalo, por 
uma constante. Segue que as primitivas de fem 1 são as funções da forma f(x) + 
k, com k constante. Diremos, então, que 


у= (х) +,  kconstante, 


€ a familia das primitivas de fem /. А notação f(x) dx será usada 


para representar a familia das primitivas de f: 


[7 ( х) ах = f(x) + К. 


Na notação | f( X) dx. a função f denomina-se integrando. Uma 


primitiva de f será, também, denominada uma integral indefinida de f. É comum 


referir-se | f( X) dx como a integral indefinida de f. 


Observação. O domínio da função f que ocorre em | f ( X) dx deverá 


ser sempre um intervalo; nos casos em que o domínio nào for mencionado, 
ficará implícito que se trata de um intervalo. 


EXEMPLO 3. Calcule. 


Я 
а) | x^ dx. b) | ах. 


Solução 


a) 29 = х?. Logo, Б dx = FE 


2) O integrando é a função constante f(x) = 1. Então 
Пұ-П-%ж-хеЕ 
pois, (x)'=1. m 


EXEMPLO 4. Calcule [xa dx, em que a +—1 é um real fixo. 


Solucáo 
1 т] ха+1 
— ye = д“, logo, IE ах- +k. " 
aci а +1 


EXEMPLO 5. Calcule 


a) | x? dx b) | i dx. 


Solução 


4 41, , 
TS. ТИНЕ Ке i НЭГ 
x? dx = — + k, pois, | — | =|—x = х". 
ә) "e Е Ї 


b) І ds = Í x 2 dx = a Шш x72+1 + k (veja Exemplo 4) 


=2 1 
ou seja, 
l 
|[—у4х=-х 1-4 

Хэ 
e, portanto, 
[a Ek п 

х X 


EXEMPLO 6. Calcule [ Y x? dx. 


Solucáo 


2 
2 Сайн 
' = х: 
| Үхд а= | as = + К 
Z+] 
3 


1 
emos | | x? T Oc +4 | ах. 
X" 


Solução 


5-1 ү—3+1 


+ + 4x+k 
Sti. =3F1 


fas + x73 + 4)ах = 


ou seja, 


1 х9 x? 
чаи 
хі 6 2 


e, portanto, 


5 1 xŠ 1 
І x —AÀ |а 7 t 4x+ k. x 
x? 6 2х4 


rumor. | ЖЕ xo 
x 


Solução 


[а = (In x) + k (x > 0) 
x 


pois 
йах+ю' = 1. " 
x 


Seja a um real fixo. Dos Exemplos 4 e 8 resulta 


(In x) - ѕе а=-1(х> 0) 


ы) | 1 + yx) dx, 


X 
Solução 
3 
| sad E 
X L 3 
2 
ДЕ» Ух а= (n t$a +k. | 


EXEMPLO 10. Seja a um real fixo, a #0. Calcule | "ын ах 


Solução 


ах = ә ЕХ 
--е e”, logo, 
а 
ах 1 ах p 
e dx = — e% + К. n 
а 
EXEMPLO 11. Calcule. 
a) Í ex dx. b) Í е2Х dx. 
Solução 
af ех dx = ех + k. b) Í ех dx= тез + К. 
EXEMPLO 12. Determine y = y (x), x € R, tal que 
dy _ > 
—= X. 
dx 
Solução 
dy 
— = x“ Sy = | x“ dx. 
X 
Assim, 
3 
Ж” 
y=—+k B 
3 


Vimos, ao final da segáo anterior, que se f(x) = G' (x) para todo x no 
intervalo / e se, para algum xq em /, F (xp) = G (хо), então, f(x) = G (x) em 1. 


Segue deste resultado que se fadmitir uma primitiva em / е se хо), yg forem dois 
reais quaisquer, com xq € 7, então existirá uma única função y = y (x), x € I, tal 


que 


y (xo) = yo. 


EXEMPLO 13. Determine a única função y = y (x), definida em R, tal que 


Solucáo 


n sad = уе [| 2a= 1л? +6 
dx 


A condição y (0) = 2 significa que, para x = 0, devemos ter y = 2. Vamos 
determinar k para que esta condição esteja satisfeita. 


l 


Substituindo, entáo, em ү = — 13 + К, x рог 0 e y por 2, 


- 


- 


resulta К = 2. Assim, 


EXEMPLO 14. Determine a fungáo y = y (x), x е R, tal que 


а? у 
dx? 


Solução 
dy 
y 


dy 
ж” >= = [ena 
x^ x 


Assim, 


=x+I y(0) =1еу' (0) = 


de E 
БЖ. ap х, 


ах 2 
ау 
Para se ter y (О) — 0 ou — — 0, • 
X |х=0 


preciso que К] = 0. Assim, 


у= 2 »х dx=% +% +h. 
i = 6 2 2 


Рага ko = 1, а condição inicial у (0) = 1 se verifica. Assim, 


3 


x x? 
y=—+—+1 d 
6 2 


EXEMPLO 15. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x e sabe-se que no instante 
t, t> 0, a velocidade é v (1) = 2t + 1. Sabe-se, ainda, que no instante t = 0 a 
partícula encontra-se na posigáo x = 1. Determine a posigáo x = x (f) da partícula 
no instante t. 


Solução 


dx 


=2t+1 e x(0)=1. 
dt 


Temos: 


dx 
dt 


Рага k = 1, teremos x = 1 рага {= 0. Assim, 


=2 +1 x= fer+ а= 2+1+k 


х(0= 2+1+1. m 


Exercicios 10.2 


1. Calcule. 


а) | х dx 
с) | (3x + 1) dx 


е) Í x3 dx 


2) Im + 3)dx 


х 


2. Sejaa #0 um real fixo. Verifique que 


3; 


1 
а) Í sen ах dx = —— cos ax + k 
а 


Calcule. 


b) | зас 
d) І (х? + х+1)ах 
Р | (x? + 2х + 3)dx 


1 
һ) І | х---- Jar 
Ж? 


Л |х ах 


т) І (2+%/х)ах 


1 
Ь) feos ах 4х = — зеп ах + k 
а 


> 


а) | ез dx 
с) | (x + 3e*) dx 
е) І sen 5х dx 


8) | (x? + sen x)dx 
x + х 

9|--а 

2 
1) І (sen 3x + cos 5x)dx 

x 
n) | sen — dx 

2 
р) Јах + cos Зх) dx 
r) Í (3 + e dx 


t) І (1- cos 4x)dx 


Verifique que 


a) les dx 


b) | е^ dx 


d) І cos 3xdx 
p І (e?* + e?*)ax 


h) | (3 + cos x)dx 


1 
т) | (+ +e* іш х>0 
x 
0) І сов ж ах 
3 
Ф fa + 5%) dx 


5) fse dx 


о (2+ nã ár 


= arc senx + д, -1<х<1 


1 
b) | — di = aret x+k 
1+ x Е 


53 


Determine a função y = y (x), x € R, tal que 


=3-ley(0)=2 Ê-x+ley(D=1 


dy dy 

aL =cosx e у(0)-0 d) 2 = sen3x e y(0)=1 
dx dx 

j dy = 

МФ 2Lisssycdy-0 р =е “ e y(0)=1 

dx 2 dx 
Determine a fungáo y = y (x), x > 0, tal que 

dy 1 dy 

a) 2-2 e ya=1 b = 
ас + xs dx 
dy 1 dy 

oc, -0 a 2 = 
dx dx 


Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade у (1) = t + 3, t > 
0. Sabe-se que, no instante /- 0, а partícula encontra-se na posiçào x = 2. 


а) Qual a posigáo da partícula no instante /? 
b) Determine a posição da partícula no instante / = 2. 
c) Determine a aceleração. 


Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (1) = 2t — 3, t 
> 0. Sabe-se que no instante /- 0 a partícula encontra-se na posigáo x = 
5. Determine o instante em que a partícula estará mais próxima da 
origem. 


Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (f) = at + vg. t 
> 0 (a e vo constantes). Sabe-se que, no instante + = 0, a partícula 
encontra-se na posição x = xo. Determine a posição x = x (1) da partícula 
no instante f. 


10. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = x 


(1), £z 0. Determine x = x (7), sabendo que 


2 


b v(0 =í — 1 e x(0)= -1 


dx 
а) — =22+3 e x(0)= 
dt 


=е v(0)=0 c x(0)=1 


= cos 21, у (0) =1 e x(0) = 0 =sen3⁄.v(0) =0 e x(0)=0 


e х(0)-0 


11. Esboce o gráfico da função y = y (x), x € [R, sabendo que 


Я iy 
o2 -2x-1ey(0-0 b) i 3 = —4 с0$ 2х, у (0) =1еу’ (0) =0 
ах ах“ 
2 
-6*y9-20e5' 92-1 9 2 - 1 e у(0) =0 


ах IFs 


П 
INTEGRAL РЕ RIEMANN 


Neste capítulo introduziremos o conceito de integral de Riemann e 
estudaremos algumas de suas propriedades. A integral tem muitas арісасбев 
tanto na geometria (cálculo de áreas, comprimento de arco etc.) como na física 
(cálculo de trabalho, de massa etc.), como veremos. 


1.1. PARTIÇÃO DE UM INTERVALO 


Uma partição P de um intervalo Га, b] é um conjunto finito P = (xp, х], х2, 
., Xp) em que a = x9 €x] < x2 <... < xg = b. 


Uma partição P de Га, ^] divide Га, b] em n intervalos [x; — 1, xj]; i = 1, 2, .. 


а=ху x ху Xi-1 Xi Х,-1 Жеў 
A amplitude do intervalo [x; — 1, xj] será indicada рог Ах; = xj — xj — 1- 
Assim: 
Ax] = x1 ху, Ax2 = x2 — x1 etc. 


Os números Ax, Ах2,..., Ахр nào são necessariamente iguais; o maior deles 
denominase amplitude da partição P e indica-se por máx Ах). 

Uma partição P = (xg, x1, х2, ..., хи} de (а, b] será indicada simplesmente 
por 


Р:а-х0<х|<х2<..<х,-Ь. 


11.2. SOMA DE RIEMANN 


Sejam fuma função definida em (4, b] e P:a=xp<x]<x29<..<xp=b 
uma partição de Га, b |. Para cada índice i (i= 1, 2, 3, ..., n) seja c; um número 
em [x; — 1, xj] escolhido arbitrariamente. 


Роі bem, o número 


п 
2 J (cp Ах; = f (c1) Ax, + f (co) Аж +... + (си) Ах, 
i= 
denomina-se soma de Riemann de f, relativa à partição P e aos números су. 
Observe que, se f (cj) > 0, f (cj) Ax; será então a área do retângulo А; 
determinado pelas retas x = x;- |,x =x; y = 0e y = f(cp; зе f(cp < 0, а área 
de tal retângulo será —/(cj) Ах). 


f (с) Ax; = área de №; área de R; = —f (cj) Ах; 


Geometricamente, podemos entáo interpretar a soma de Riemann 


n 
АЛ ) / E 
2, f (G) Ax; 
i-1 
como a diferenca entre a soma das áreas dos retángulos A; que estáo acima do 
eixo x e a soma das áreas dos que estáo abaixo do eixo x. 


2, Ие) А x; = soma das áreas dos retán- 


ісі 
gulos acima do eixo Ох menos soma das áreas 
dos abaixo do eixo Ох 


Seja F uma função definida em (а, b] e seja P : a = x0 < x] < x2 < хз < x4 = 
b uma partição de (а, b]. O acréscimo F (b) — F (a) que a F sofre quando se 
passa de x = a para x = b é igual à soma dos acréscimos F (xj) — F (x; — 1) para i 
variando de l a 4: 


F (b) - F (a) = F (xa) - F (x0) = [F (xa) - F (x3)] + [F (хз) - F (x2)] + [F (х2) 
-F (x1)] + [F (x1) - F (x0) 1. 


Isto é: 


4 
F(b)— F(a)= Y [F(xj)) - F(x; 1)1. 
i=1 
De modo geral, se P: а= xg < x] < ху <... < xy = b for uma partição de (а, 
b], entáo 


n 
F(b)— Е(а) = X [Е(х;) - F(xi-1)] 
i=l 
EXEMPLO. Sejam F e f definidas em (а, b] e tais que F” = fem (а, b]; assim F é 
uma primitiva de fem [a, b]. Seja a partição P : 


a=xp<x1<x29<..<xp=b 


de [a, b]. Prove que escolhendo convenientemente C.em [xj — 1, xj] tem-se 
t 


п 
F(b)— F(a)= X f(c;) Ах;. 
i=] 


Pelo que vimos acima 


n 
F(b)— F(a) Y [Е(х;) — El) 
i-1 
Pelo TVM, existe C. em [х;— 1, xj] tal que 
t 
F (xj) = F (x; = 1) = Е' (с;) (x; —Xj-— p 
e como Р” = fem (а, b] e Ax;= xj— xj— | resulta 
ширтэн 
F(b)— F(a) У f(c;) Axi. " 
i=1 
Suponhamos, no exemplo anterior, que fseja contínua em (а, b] e que os Ax; 


sejam suficientemente pequenos; assim, para qualquer escolha de c; em [x; — |, 


xil, f (cù deve diferir muito pouco de f (C2. É razoável, entáo, que nestas 
г 


п 
condições Ж f (c;) Ax; seja uma boa avaliação para о 
acréscimo F ne F (a), isto é: 
n 
F(b)— Е(а) = У, f(c;) Ах, 


1-1 


É razoável, ainda, esperar que a aproximação acima será tanto melhor quanto 


menores forem оз Ах). Veremos mais adiante que, no caso de f ser contínua em 
[a,b], 


n 
F(b)— F(a)= lim У f(c)Ax. 


máx Ах;->0 ¿=l 
em que máx Ax; indica o maior número do conjunto {Ах;| i= 1, 2, ..., п} 


O sentido em que tal limite deve ser considerado será esclarecido na próxima 
seção. Observe que máx Ax; — 0 implica que todos os Ax; tendem também a 


zero. 

Vejamos uma versão cinemática do que dissemos anteriormente. 
Consideremos uma partícula deslocando-se sobre o eixo 0х com função de 
posição x = x (Ü e com velocidade v = v (f) contínua em (а, b]. Observe que x = 
x (D é uma primitiva de v = v (0. Seja a = t0 < t] < h <... < tj = b uma partição 
de Га, Б] е suponhamos máx At; suficientemente pequeno (o que implica que 
todos os Af; são suficientemente pequenos). Sendo c; um instante qualquer entre f; 
— | € t; a velocidade v (cj) é um valor aproximado para a velocidade média 
entre os instantes tj — | e tj: 


X; 
víc) = — ou Ax; = v(c;) At; 
1 At; I 1 l 


(observe que, pelo TVM, existe um instante C 


“эж t¡— 1 € tj tal ше Axj-v( 
(C 9. Ар, onde Ax; é о deslocamento da partícula entre os instantes 1; — | e їр 
t 


Como a soma dos deslocamentos Ах; para i variando de 1 ал, é igual ao 


deslocamento x (5) — x (a), resulta 


x(b)— х(а) = X у(с;) Ақ 


Е razoável esperar que, á medida que as amplitudes At; tendam a zero, а 


n 
soma bz v(c; ) AL tenda a x (0) =x (4) 
[=] 
п 
x(b)— x(a)= Ши У, v(cj) АЕ. 
máx Аг,-» 0 іі 


1.3. INTEGRALDE RIEMANN: DEFINIÇÃO 


Sejam fuma função definida em (а, b] е L um número real. Dizemos que 


$: f (с; ) Ах; tende а L, quando máx Ax; — 0, е escrevemos 
i=] 


n 
lim > /(с;) Ах; = L 
máx Ax; 0 і= 1 


se, para todo € > 0 dado, existir um д > 0 que só dependa de € mas náo da 
particular escolha dos c;, tal que 


n 
à fc; Ax; - L| <€ 
i=1 


para toda partigáo P de (а, b], com máx Ax; < д. 


Tal número L, que quando existe é único (verifique), denomina-se integral (de 


Ь 


Riemann) de fem (а, b] e indica-se por f( E ах Entáo, por 
a 


definição, 


b п 
Р(х) dx= lim à, УЕ) Ах: 


a máx Ах; > 0 ;—] 


b 


Se f ( Ж ) ах existe, então diremos que / é integrável (segundo 


a 
b 


Riemann) em [a, b]. É comum referirmo-nos a f ( X ) dx como 


а 
integral definida de fem [a, b]. 


Observacáo. Pomos, ainda, por definicáo: 


a a b 
| f(x) ах = oef f(x) ах = -Í f (x) dx (a < b). 
a 2 а 


11.4. PROPRIEDADES DA INTEGRAL 


Teorema. Sejam f, е integráveis em (а, b] e k uma constante. Então 


a) f * g é d em b] e 
[ e) ола | jod f’ g (x) dx. 


b) kf é integrável em [a, b] e 


Ь Ь 
Кр (х) ах = к | f(x) dx. 


а а 


c) b 
Se f(x) 20 em (а, remo | f(x) dx = 0. 
а 


d) Sec € Ja, b| e fé integrável em (а, c] е em [c, b] então 


b с Ь 
f(x) dx = I f(x) dx + | f(x) dx. 
a a с 


Demonstração 


a) Para toda partição P de Га, b] e qualquer que seja a escolha de c; em [x;— 
Lxi] 


n b b n b 
X [f(c) + gc] Ax; -|j rede [sebae] «| Y fc) Ax; -Í faydx (+ 
ісі а а іст а 


п b 
У g(c)Ax; | g(x)dx 
ігі а 


Da integrabilidade de fe g segue que dado € > 0 existe ó > 0 tal que 


п | Ь | € 
Y f(c)Ax;— | f(x)dx|< 5 


pt] a 


п Ь 
Y е(с)Ах; - | g(x)dx|< 
] a 


1=1 


to | м 


para toda partição P de Га, b] com máx Ax; < д. Logo, 


n b b 
Y [f (ci) + g(c;)] Ax; — І гоа + | g(x)dx || <€ 
i=l a a 


para toda partição P de Га, b] com máx Ax; < д. Assim, 


n b b 
lim У [f(ci) + 2 (ci)] Ах; = | f(x) ах + | g (x) dx 
1 a a 


máx Ах; > 0 ¿= 


ou seja, f+ g é integrável e 


b b b 

[FOO + g (x)] dx = | f(x) dx + | g(x) dx. 
a a a 

b) Fica como exercício. 


c) Como f(x) 20 em (а, b], para toda partição P de (а, b] e qualquer que seja 
a escolha dos c; 


y f (ci) Ах; > 0. 


i=] 


b 
Se аас Fl X) dx < 0 tomando-se Є > 0 tal que 
ғ Y " 
a 


Ь 


T ( X) dx + € ес 0, existiria um д > 0 tal que 


а 


b п b 
fiw)dx-e< Y (с) Ах; < | f(x) dx e 
a ж 1 а 


para toda partigáo Р de Га, b] com тах Ах; < д. Assim, para alguma partigáo Р 


teríamos 


H 
2. TUE О, 
іі 


que é uma contradigáo. 


d) Para toda partição P de Га, b], com c ЕР, 


€ с Cm «теі Cn 

H | i 
++ --.--.- em 
a х, X5 Xm – 1 С Xm 1 Ха- 1 b 
ху Xm M 
temos 

n c b 

Беу Ax; — [ходах + | лода « 

i=l a с 

т ё п b 
<| Y f(c)Ax; — І fodit] Y  f(c)Ax; - | f(x)dx 

іі а i-m-cl с 


Como, por hipótese, fé integrável em (а, с] e em (с, b], dado € > 0, existe б > 
0 tal que, para toda partição P de Га, b], com с Є P, e máx Ax; < ó 


т с Е 
У /(сұ)Ах; - ода E 
a РА 


i=] 


e 


n b 
2, Jf (e; Ax; = [foods 


іт 


|m 


e, portanto, 


с b 
y f (ci) Ах; — TI < € 


i=1 


юэ então, da  integrabilidade de f em [а b] que 


"ладах = ода [| f(x) dx. 


m quê?) m 
1.5. 1.º TEOREMA FUNDAMENTALDO CÁLCULO 


De acordo com a definigáo de integral, se / Тог integrável em (а, 5], o valor 
do limite 


n 


lim > f(c;) Ах; 


тах Ах, —0 j=] 


será sempre o mesmo, independentemente da escolha dos c; e igual a 


Ь 


Fl X) dx Assim, se, para uma particular escolha dos cj, tivermos 


a 


n 
lim > f(c;) Ах; = L 


máx Ax; — 0 i=1 


b 
entào teremos f. = + х) ах. 
а 


Suponhamos, agora, que / seja integrável em [a, b] e que admita uma 
primitiva f(x) em (а, b], isto é, F' (x) = f(x) em (а, b]. Seja P : a = x0 < x1 < x2 
<... < xy = b uma partição qualquer de (а, b]. Já vimos que (veja exemplo da 
Segáo 11.2) 


n 
F (b) - Е(а) = У [F (x) — FQ; - 1)]. 
і= 1 
Segue, entáo, do ТУМ, que, рага uma conveniente escolha de C. em [xj —1, 
r 


xj], teremos 


п 

F(b) — F(a) = 2 Е' (6) Ах 
i=l 

© F (b) — F (a) = > SCT) Ах, 


Se, рага cada partição P de Та, b], os С. forem escolhidos como em (D, 
E 


teremos 


п 


lim > f(c;) Ax = F (b) — F (a) 


тах Ах, 50 ;=1 


e, portanto, 


b 
[ f(x) dx = F (b)— F (a). 
a 


Fica provado assim o 


1." teorema fundamental do cálculo 


Se f'for integrável em [a, Ь] e se F for uma primitiva de fem [a, 5], entáo 


b 
f(x) dx = F (b) — F (a). 


a 


Provaremos mais adiante (veja Apéndice 4) que toda fungáo contínua em (а, 
b] é integrável em (а, b]; por ora, vamos admitir e utilizar tal resultado. Segue, 
então, do 1.º teorema fundamental do cálculo que se ffor contínua em [a, b] e F 
uma primitiva de fem (а, b], então 


b 
f(x) dx = F (b) — F (a). 


a 


a 
A diferença F (b) — F (a) será indicada 21 Е ( Эл )] і « Assim 
2 


b 
І f(x) dx = [F (хуй = F (b) — F (а). 
а 
2 
ы | х2 ах. 


x é uma primitiva de f(x) = х2 e f é continua em 


F (ху = 


[1,2], assim 


1 
3 


ou seja, 


2 
| x? ах = 2 n 
1 3 


3 
EXEMPLO 2. - 4 dx. 
-1 


Solução 


3 
| дах = [43], -12-4(-1)-16 


ou seja, 


3 
| 44:-16. 


2 
emos. | (x? +3х— 1) ах. 
0 


Solucáo 


2 4 2 ? 54 р 
| Q + зх - Ddx =|^—+ ES -х| = - 
0 4 0 


ou seja, 


2 
[er + 3x — 1) dx = 8. 


3 


- 


1 
EXEMPLO 4. Calcule | 5 dx. 
D 5 


Solucáo 


") 
EXEMPLO 5. с | Ë + =] dx. 
| x? 


X 
Solução 
2⁄1 1 I 2 81243 
= 1 2 5) 
f (1-5) к-|нх- Ч ==" 
E Xx x 2х- | 8 
ou seja, 
2 $) 
ЕЛ himen . 
ПА x 8 


т 


EXEMPLO 6. Calcule 


8 sen 2х ах. 
0 


Solução 


т к= 
8 sen 2x dx = e cos 2x |? = T: A 
0 2 2 4 
ou seja, 


т 
2) 


2-72 


8 sen 2x dx = 
0 


1 
ы! e х dx. 
0 


Solucáo 


1 . xdi 1 
Í ех dx-2[-e | -1--. m 
0 0 е 


Exercicios 11.5 


Calcule. 
1 1 
if (+3) dx 2.[ Ох + 1) dx 
0 -1 
4 1 
x. Í = dx af (2-1) dy 
02 EX 
3 2 
5 Í dx в. | 4 ах 
за! 
3 1 l 
7.|-т s. f 5 dx 
l 27 ES 
2, 1 3 1 
9. | (x2 +3x—3) dx 10. (sr --)ж 
0 0 2 


1 
и. | (2х + 3) dx 12. СТ 


a —1( 1 4 4 - 
1 Í ( +a) ік м. f /х 
2002 97 


41 8. 
15. Í — dx 16. Ї Yx ах 
1 xx lo 
0 Кы? 
n. f | (х3 — 2x +3) dx 18. |, Vx dx 
ИГЕ 
19. 20. E (х 47) dx 
3 1 3, 
a. | (5+) 22. | x ах 
| х2 -3 
1 7 3 1 
23. Í Q7 + + х) а 24. In (Qr 3) dx 
Ж 1 
4 Ds 
as. | (Gx + x) dx в. | al — x3) dx 
21-х 1 
27. Í ta 28. Í (x + D? dx 
"ШЕ lo 
4 1 
>. | PPY 30. [ (10-32 а 
к lo 
2 21+? 
af (2 +3t—1) dt 32. | 2-4 
0 ' í 
1 з 7 
3. fi (s+2) ds 34. Ё (и2 —2u +3)du 
2 
r в 1-4 
35. 1 G2 +3s +1) ds 36. Í (Ха 
3 1 21432 
э. | (+ as зв. [ ITE de 
1 x L x 
= 0 
39. [ сов 2х dx 40. j sen 3x dx 
IL -mT 
3 
1 1 
а. оа 42. | ы 
E 01-2 


т 
т о 
43. Ë sen x dx 44. Ї n e 


л 


= 1 
45. ү, (3 + соз 3х) ах 46. f sen 5x dx 
= 1 2 
47. [2 ——— dx 48. | 2* ах 
0 BE 0 
N 
1 2 1 2x 
49. | хе dx so. [ ах 
0 ЮО its 
14 1 
5 Í dx 52. | x3 ex” dx 
01-х -1 
х Zai 
53. |? (sen x + sen 2x) dx 54. IH (5 +— cos 21) dx 
0 0 2 2 


> - 1 
55. [2 cos? x dx [ Sugestão: Verifique que cos2 x = = + 7 eos 2x.) 


= 
60. PË tg? x dx 


1.6. CÁLCULO DE ÁREAS 


Seja f contínua em (а, b], com f(x) > 0 em (а, b]. Estamos interessados em 
definir a área do conjunto А do plano limitado pelas retas x = a,x = b, y = 0e 
pelo gráfico de y — f(x). 


а Ь 


Seja, então, P : a = x0 < x] < x2 <... < xn = b uma partição de Га, b] e sejam 


с. е n. em [xj — 1, xj] tais que f ((*.) é o valor mínimo ef) o valor 
WE a bi Ci M 


máximo de fem [xj — |, x; ]. Uma boa definição para área de A deverá implicar 


n 
que a soma de Riemann у f (c; ) Ax; seja uma aproximaçào 
i=] 


n == 
por falta da área de А е que 2: f (c; ) Ах; seja uma 
i=l 


aproximação por excesso, isto é 


і 


п п _ 
/(с;)Ах; = área A< Y /(с;)Ах; 
Zi | 


= |] 


b 


Como as somas de Riemann mencionadas tendem a f ( X) dx 
- ^, 
а 


quando máx Ax; — 0, пада mais natural do que definir a área de А por 


b 
área A= | f(x) dx. 
a 


Da mesma forma define-se área de А no caso em que fé uma fungáo 
integrável qualquer, com f(x) >0 em [a, b]. 


EXEMPLO 1. Calcule a área do conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 
1, y = 0 e pelo gráfico de f(x) = х2. 


Solução 


EXEMPLO 2. Calcule a área do conjunto 


1 
А = (х,у R2II= x=2 e 0 <y< —*;. 


Solução 


А é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 2, y = 0 e pelo gráfico 


de y — LÁ 


2 . 


к, 


As situacóes que apresentamos a seguir sugerem como estender o сопсейо de 


área para uma classe mais ampla de subconjuntos do R2. 


д 
Como f (x) = 0 em [a, b]. 


b 
І f(x) ах = 0. 
а 


Seja А o conjunto hachurado. 


Área - | 


с 


2 1 b b 

С) dx — [ f(x) dx + [ro dx = | годах 
1 с а а 

Observe: 


b с 4 b 
f(x) dx = | Jf (x) dx + | f(x) ах + | Jf (x) dx 
a a с а 


= soma das áreas dos conjuntos acima do еіхо Ох menos soma das áreas dos 
conjuntos abaixo do eixo Ox. 


(cj — g (cp] Ах; = área retângulo hachurado. 


n b 
lim X [f(ci) - g(c;)] Ax; = | [f(x)— g(x)] dx = área А 
a 


máx Ax, 2 0 (-1 


em que 4 é o conjunto limitado pelas retas x = a, x = b e pelos gráficos de y 
= f(x) ey = g (x), com f(x) >g (x) em (а, b]. 


EXEMPLO 3. 


1) Calcule a área da região limitada pelo gráfico de f(x) = x3, pelo eixo x е 
pelasretasx = -1ex- 1. 


>) 1 1 
Саїсше x - d X. 
= 


Solução 


1) 0 


1 "Ex 
df D dx= ға Ба 0 = área Аз — área Aj " 
T 1 


EXEMPLO 4. Calcule a área da região limitada pelas retas x = 0, x = 1, y = 2e 
pelo gráfico de y = x2. 


Solução 


1 3 l 5 
área = | (2-х2) dx = Dyno =., 
0 3 0 3 


EXEMPLO 5. Calcule a área do conjunto de todos os pontos (х, y) tais que 
9 


ху yx. 


Solução 


lag 
área = Í [Vx = x2] dx 


| 
Iac 
vjr ° 
2. 
> 
” 
| 
м 
9 | » 


EU) 
— 
w 


Observe: para cada x em [0, 1], (x, y) pertence ao conjunto se, e somente se, 
Э Р 


р SE ў = . X. 


y 


x l т 


EXEMPLO 6. Calcule a área da região compreendida entre os gráficos de y = x 


еу-х2, com 0 €x x2. 


Solução 


Ascurvasy=xey= х2 interceptam-se nos pontos de abscissas 0 е 1. Entáo, 


1 2 
йгеа = |, БЕ х2) dx + | [x? mii. 


I 2 x 


Observação. Os pontos em que as curvas y = x ey = x2 se interceptam 880 as 


solucóes do sistema 


Consideremos, agora, uma partícula que se desloca sobre o eixo x com 
equação x = x (f) e com velocidade у = v (1) contínua em (а, b]. A diferença x 
(b) — x (a) € o deslocamento da partícula entre os instantes a e b. Como x (f) 6 
uma primitiva de v (2), segue do 1.? teorema fundamental do cálculo que 


b 
x(b)—x(a)» | v(t) dt. 
a 


Por outro lado, definimos o espaco percorrido pela partícula entre os instantes 


b 
авэ | | y(t) l dt 
а 
Se v (t) > 0 em (а, b], о deslocamento entre os instantes a e b será igual ao 
espaço percorrido entre estes instantes, que, por sua vez, será numericamente 


igual à área do conjunto 4 limitado pelas retas t = a, t = b, pelo eixo Ot e pelo 
gráfico de v = v (1). 


y —v(t) 


Neste caso, o deslocamento entre os instantes a е b será 


b 
x (b) — x(a) -| v(t) dt = área A, — área Аҙ 


a 


enquanto o espago percorrido entre estes instantes será 


Ь с Ь 
Iv(t)l dt = І v(t) dt — І v(t) dt = área Aj + área A». 
E 


а а 


EXEMPLO 7. Uma partícula desloca-se sobre o eixo х com velocidade v (1) - 2 
=ý 


т) Calcule o deslocamento entre os instantes t= 1 e г = 3. Discuta o resultado 
encontrado. 
2) Calcule o espaço percorrido entre os instantes 1 e 3. 


Solução 


N 
x 


| Е 
а) xG) - х= | быды «ай 
1 


1 


2 


Em [1,2 [, v (0 > 0, o que significa que no intervalo de tempo |1, 2] а 
partícula avança no sentido positivo; em 12, 3], v (1) < 0, o que significa que neste 
intervalo de tempo a partícula recua, de tal modo que no instante г = 3 ela volta а 
ocupar a mesma posição por ela ocupada no instante {= 1. 


х(1) 


. NL J 
x(3) (2) 
2) O espaço percorrido entre os instantes {= 1 e t=3 é 


3 2 3 
| 2-па-)| a-pna-[Qe-pna- 


Observe que o espaço percorrido entre os instantes 1 e 2 é 


е que o еврасо percorrido entre os instantes 2 e 3 é 


Га-на--Г (2—t)dt = а 


Exercicios 11.6 


Nos Ехетсісіов de 1 а 22, desenhe o conjunto 4 dado e calcule a área. 


1. A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 3, pelo eixo Ox e 


pelo gráfico de y = x 


2. A ёо conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 4, у = 0 e pelo 


= АХ. 


gráfico de y 


2 


A é o conjunto de todos (x, y) tais que x^ — 1 € y <0. 


A é o conjunto de todos (x, y) tais que 0 <y <4- x2. 


5. Aé o conjunto de todos (x, y) tais que 0 <y < | sen x |, com 0 <x x 2z. 


` A é o conjunto do plano limitado pela reta у = 0 e pelo gráfico de y = x 


` A é o conjunto do plano limitado pela reta y = x, pelo gráfico de y = 


-A= (х, у) е Е2|х>0ех3-х<у<-х 


A é a regiáo do plano compreendida entre о eixo Ox e о gráfico de y = х2 
—x,com 0 xx x2. 
A é o conjunto do plano limitado pela reta y = 0 e pelo gráfico de y = 3 — 


2х- х2, com -1 <x <2. 
A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = —1, x = 2, y = 0 e pelo 
gráfico de y = х2 + 2х + 5. 


A ё o conjunto do plano limitado pelo eixo Ox, pelo gráfico de y = х3- х, 


=1<x<l. 


3 


= х, сот 0 xx x2. 


- A é o conjunto do plano limitado pelas retas x — 0, x — z, y — 0 e pelo 


gráfico de y = cos x. 


` A é o conjunto de todos (х, y) tais que x 0e х3 <y<x. 


com —1<х<1. 


`A = ((x, y) € В? 10 =х=1е yx <у=3}. 


A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, х= e pelos 


2 


gráficos de y = sen x e y = cos x. 


` A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x41 <у<х+ 1. 


` A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que х2-1 <= EL 


т 

A € o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, Y = ---е 
"9 
< 


pelos gráficos de у = cos x e y = 1 — cos x. 


2+5х }. 


20.460 conjunto do plano limitado pelos gráficos de y = х3- х,у = sen zx, 


com —1<х<1. 


21.460 conjunto de todos os pontos (x, у) tais que x 20e —x <y €x <x? 


22.А é o conjunto de todos (x, y) tais que х > 0 е 
1 ? 
> - 
X 
23. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (1) = 2t — 3,1 
>0. 


a) Calcule o deslocamento entre os instantes += 1 e t= 3. 
b) Qual o espaço percorrido entre os instantes {= 1 e t= 3? 
c) Descreva o movimento realizado pela partícula entre os instantes £ = 1 
et-3 

24. Uma partícula desloca-se sobre о eixo 0х com velocidade v (7) = sen 21, t 
> 0. Calcule о espaço percorrido entre os instantes t = 0 e t= л. 

25. Uma partícula desloca-se sobre o eixo 0х com velocidade v (1) = -2+ tt 
> 0. Calcule o espaço percorrido entre os instantes /- 0 e t= 2. 

26. Uma partícula desloca-se sobre o eixo 0х com velocidade v (1) = 2-2- 
3,1>0. Calcule o espaço percorrido entre os instantes /-0ес1-4. 


11.7. MUDANCADE VARIÁVELNA INTEGRAL 


Veremos, no Vol. 2, que toda fungáo contínua num intervalo / admite, neste 
intervalo, uma primitiva. Por ora, vamos admitir tal resultado e usá-lo na 
demonstragáo do próximo teorema. 


Teorema. Seja f continua num intervalo / e sejam a е b dois reais 
quaisquer em 7. Seja g : [c, d] — I, com g' contínua em (с, d], tal que g (c) = 
ае g (d) = b. Nestas condições 


Ь а 
f(x) dx -| f(e (и) g' (и) du. 


а 


Demonstração 


Como fé contínua em /, segue que fadmite uma primitiva F em 7. Assim, 


b 
O f(x) dx = F (b) — F(a). 


a 


A função H (u) = F (g (u)), и € [c, d], é uma primitiva de f(g (u)) g' (u); de 
fato, 


H' (u) = [F (g (u))]' = F' (g Q0) е (и) 


ou seja, 


H' (u) = f(g (и) g' (u) 


pois, Р” = f: Segue que 

d d 
І fg (и)) g'(u) du = [F (g ШЕ = F (g (d)) — F (g (c). 
с 

Por hipótese, g (d) = be g (c) = a. Tendo em vista (T), resulta 


d b 
І f(g (wW) g'(u) du = F (b) — F (a) = | f(x) dx. u 


€ a 


b 
f(x)dx =? 


a 


;u = c emque g(c)=a 


x = g(u); dx = g'(u) du 
a 
=b ;и= d emque g(d) = b 


b d 
| f (x) dx = | f(e (u)) g'(u) du 
а € 


1 
EXEMPLO 1. Calcule | ( Х- 1 )! 0 ах. 
0 


Solucáo 


Façamos x — 1 = u, ouseja, x = u + 1. 


Шаа ай Зан ou dx = du 
х= 0 iu=—1 
sa ;и=0 


1 0 110 1 
| (х- 1)9 ax = | ul? du = m ==, 
0 -1 Hj, п 


1 


2x —] dx. 


do 


2 


EXEMPLO 2. Calcule І 


Solução 
1 1 


Façamos и = 2х – lou Y = — и -- — 
2 


1 1 
х= ut = : dx = — du 


;и=0 


= 
| 


т || 


“иі 


Ї рх-14а [ гаж 4) иа 
AX = х= yu — du = — iu du 
LA 0 2 2Jo ` 


Assim, 
І 1 
n (2x1 de=. А 
Observacáo. Poderíamos, também, ter feito a mudanga de variável 2x — 1 = u2 
2 
uy = — ЦГ + — 
2 2 
Logd 
x=—u* +— ;idx-udu 
2 2 
1 
х=— ¡u=0 
2 
x=] ‚и = 1 (ou и = — 1) 


1, ГГ 1 
| 42x —1 ах = | yu? и du = | lul u du. 
= 0 0 

> 


Como и está variando em (0, 1], | u | = u, daí 


1 1 1 
| Іші ú du = | и? йи = —. 

0 0 3 
Se em vez de и = 1 tivéssemos tomado и = —1, teriamos 


1, ғ -1 
fı 42x —1 dx= Í yu? u du = | lul u du. 
S 0 0 


2 


Como и está variando, agora, no intervalo [—1, 0], | u | = —и; assim, 
-1 
21 -1 3 
ә и 1 
[ lulu du = | -и“4и--|--| --. 
0 0 3 0 3 


2 1 
иг + — qu e [0, 1], 


1 
Observe que tanto и — „„ 
g (и) > 5 


1 2 | 1,0 isf: 
uanto = — — ие [-1, 0], satisfazem as 
qun g: (gg) eM e, дыг 
2 2 
< < 
condicóes do teorema de mudança de variável. 
Аз vezes, com pequenos ajustes, a integral а ser calculada pode ser colocada 


( 
na forma [ f (g (х)) 2 (х) ах. Neste caso, а mudanga 


de variável и = g (x, x е [c d] transforma а integral 


8(4) 
Ї (и) du du na anterior. 


8(с) 


4 
Í Figo) gm) de=? 
с 


хэс ;u- g(c) 


u=g(x) :du- g'(x) dx 
x=d зи = g(d) 


а (4) 
Ггеоуеоа- [| Тш). 
E 8(с) 


1 
EXEMPLO 3. Calcule | е 3x dx. 
0 


Solugáo 


Multiplicando o integrando por 3 e dividindo a integral por 3, nada muda: 


1 Я 1 (3 1 1 
хах =— | иди = — uj -— 3] 
ІК x 3 © и ЗІР lo zle } п 


! х 
EXEMPLO 4. se] — T dx. 
0 x*+1 


Solução 


Fazendo u = x2 + 1, du = 2x dx. Vamos então multiplicar o integrando por 2 e 
dividir a integral por 2. 


du 


— 
l xdx 1 2х ах 
= 69 
0 x2+1 2 3002 + 


rm” 


и 


9 
u=x*+1 ; аи = 2xdx 


х= 0 su =] 
х=] ‚и = 2 


1 dX l (2 du 
«--1 “ipi а= Un 
| х2 +1 2 i [In ul 


ou seja, 


1 
| 2 dy = 2 
0 езгі 2 п 


> 


EXEMPLO 5. d х 4 х2 ue 1 ах. 
1 


Solução 


2 


Ї x ya? +1 ах = 
1 


” 
| 4x? +1 2x dx 


E 
2Л 


х2 +1 :du=2xdx 
eu 


= 
= 


Antes de passarmos ао próximo exemplo, observamos que о valor da integral 
de fem [a, b] náo depende do símbolo que se usa para representar a variável 
independente: 


b b b b 
f G) dx = Jas (u) du = fs (5) ds = Lap (D) 40 etc. 
a a a a 


EXEMPLO 6. Seja fuma função ímpar e contínua em [—r, r], r > 0. Mostre que 


r 
f (x) dx = 0. 
=P 


Solução 


Jimpar €» f(x) = -f (x) em [7r, r]. 


Façamos a mudança de variável и = —х 


u=-—x ;du--dx 
Xx=-r :u-r 
x=r ;u=-r 


r r —r г 
) dx = Ж ах) = г аи- а 
Er (x) dx Ë (x) (—dx) ІШ и) du Fr u) du 


Como f(—u) = -f (u), resulta 


f (x) dx = — f (u) du; 
EJ ж 


E E 
mas, f (u) du = F (x) dx (veja observagáo 
d ТЭР 


acima), logo 


P: | г 
f (x) dx = "| (х) ах 
к. EA 
| Fr 
2 | Г/(х)4х-0 
=F 


B 
І f (x) dx = О. (Interprete graficamente.) п 
ын 


1 ~ 
кегине] д a \ х4 + 3 dx. 
-1 


Solução 


f(x) — 1 үх4 + 3 é uma fungáo impar, pois, 


fe) —x 4(7x) +3 = — (x 4x* + 3) = —f Q9. 
Pelo exemplo anterior, 
l | 
EE ах = 0. Е 
=1 


ШЕ ей 
EXEMPLO 8. o | X“ yx + 1 ах. 
—1 


Solução 


Aqui é conveniente a mudança u = x +1 


u=x+1 ;du= dx 
х--і :и-0 
x=0 5и = 1. 
De u= x + 1, segue x = u — 1. Então, 


0 1 1 l p» з. 2 
m = 2 | - 2 p 2 2+u2 
І x^4x +1 a=[ (и — D^ уи du= E (u*—2u + 1) u2 а= | (u2 —2u? tu?) du. 
аж! 


Assim, 


Of ын 
І X^ 4X 1 dx 
-1 


DERE р 


Exercícios 11.7 


1. Calcule. 


2 5 
a) ! (x — 2y dx 


1 


Ги 
о | — dx 
8 ho wt 


2 2 
ореха 
0 


1 
b) Í (3х + 1)! dx 
0 


0 3 
d) | | (2х + 5)” ах 


ах 
7 1, їхэр 
1 $ 
h) Í dx 
-2 4+x 


т 


0 2 EA 
p Í (5 үх +14 т) IE cos 2x dx 
1 x2 1 x? 
n) | —— dx о) | ——— dx 
0 1+ xŠ 0 (14 x33 
0 | So 8 
) І x2 I+ x3 ах ) —— 
B jut ТА 573 
1 3/ & 1 х 2 
» | Ix+1 dx 9 | а 
pM 0 (xD? 
0 2 
t) | i x(x+ 1)100 ах и) ! х2 (x— 2) ах 
. Suponha 7 contínua em [-2, 0 ]. Саісше 


| f (x тын 2) ах. sabendo que 


f, ләж- 


Я Г f contínua em pet 1 ]. Саісше 


| f x 2 1 ) ах sabendo que 


É f (u) du = 


2 


| 2 
Suponha f'contínua em (0, 4]. Calcule 1 Ж f Cx: ) а X. 
2 


5. т sen x 
Саісше д ах. 


—п х4 + х? +1 


6. Calcule a área do conjunto dado. 


> 
аА = { о, y € R*ll=x=2e0=<y=<= yx — 1) 
2 x 
ЫА-(оуейІ0«х«2е0<у<--- 
13 
с) А ё o conjunto do plano limitado pela reta х = 1 e pelos gráficos de y 
=e 2Xey= e X com x>0 
7. Calcule. 
1 129 1 2 5 
а) | хх +3 dx b) Í x (x^ +3) dx 
0 0 
2 4 1 
o | x Gà — D) dx a | x4l— x2 ах 
1 0 
0 3 
o Í { хе dx р | хү1+ 2x* dx 
2 
8) y ds h) 


0 4s^ +1 
3 2 ох 
| ах т) 5 dx 
0 ух+1 0 (x + 1)“ 
1 v3 [ 
n) x (x? +з)10 ах о) Г x T +1 dx 
E E 
р) P sen x cos2 x dx Ф [б cos x sen? x dx 
m T 
r) [2 sen x (1 — cos? x) dx s) [2 sen x sen? x dx 
3 3 
E SE 
1) Ë sen? x dx u) fe cos? x dx 
3 
Um aluno (precipitado), ao calcular a integral 


{ 
Л е " 
! . 
»  raciocinou da seguinte forma: 
y Ip Acar. d 
fazendo a mudança de variável u = 1 + х?, 08 novos extremos de 
integração seriam iguais a 2 (x = -1 — u = 2; x = 1 — u = 2) e assim а 
integral obtida após a mudanga de variável seria igual a zero e, portanto, 


f 
| y, А 
| „< . тш ! 1 Onde está o erro? 
p^ 1+ x^ dx ! 
Seja fuma função par e contínua em [—r, r], r > 0. (Lembre-se: f par > 


/Сх) = /(х).) 


а) 0 r 
Mostre que [| Е ( x ) dx = [| Я ( 9 = ) ах 
m 0 


п 


іш 


b) Conclua que 


Г. де [100 as 


RUE graficamente 


10. Suponha f'contínua em (а, b]. Seja g: (с, d] > R com g' contínua em (с, 
d], g (c) = a e g (d) = b. Suponha, ainda, que g' (u) > 0 em |с, d[. Seja c 
-и0<и|<и2<..<и,-ашпа partição de (с, d] e seja a = x9 < x] < 
x2<... € xy = b partição de (а, b], em que ху = g (uj), para i variando de 
бал. 


а) Mostre que, para todo i, {= 1, 2, ..., n, existe и em [uj — 1, uj] tal que 


Ax; — g' (uj) Au; 


b) Conclua de (a) que 


n 
Y f(e(u;) g' (и) Au, = > f(c) Ах; 


l i=1 
mac; = g (И). 
с) Mostre que existe M > 0 tal que 
Ax;<M Au; 


para і variando de бап 
d) Conclua que 


n n 


lim Y f(g(u;)) g (uj) Au; = lim > f(c;) Ax; 


máx Au; — 0 іі máx Ах; 50 i=l 


ou seja, 


а b 
| f(e (и) 8" (и) аи = | f(x)dx 
^ 


a 


11.8. TRABALHO 


Nesta seção, admitiremos que o leitor já saiba o que é um vetor. 
Consideremos, então, um eixo Os 


i 
\ 
0 


е indiquemos por * o vetor, de comprimento unitário, determinado pelo 


segmento orientado de origem 0 e extremidade 1. 
> — => 


Seja a um número real; Ғ - «И ё um vetor paralelo a и . O número а 
> — — 


é a componente de F na diregáo и .Sea> 0, а и tem o mesmo sentido 
que =). sea< 0, а — tem sentido contrário ao де ">. 
— -Э 


Suponhamos, agora, que uma força constante 1 -а и аша sobre uma 
partícula, que se desloca sobre o eixo Os, entre as posições s = s] e s = 52, COM s] 
шин 


е 52 quaisquer. Definimos o trabalho x realizado por Ғ. de 51 a s2, por 


= > 
Assim, o trabalho realizado pela forga constante Ғ - ad ‚ de з а 52, ё, 


— 


por definigáo, o produto da componente de Е ‚ na diregáo do deslocamento (isto 
é, na direção >), pelo deslocamento. Temos os seguintes casos: 


1) а> 0е52 > 5] 2т> 0. 


54 


2) а<0е52 > 5] 2т< 0. 


Е 


52 


93 posicáo final 
posicáo inicial 
— — 


Neste caso, F atua contra o movimento; F é uma força de resistência ao 
movimento. 


3)a>0es2<5] 2т< 0. 


5 
52 posicáo inicial 
posicáo final 


> 


Е realiza um trabalho de resistência ao movimento: т < 0. 


4) «< 0е52 < 5] 2т> 0. 


Е po 
F e 8 


5, 
— 


Ё atua a favor do movimento: т > 0. 
Suponhamos, agora, que sobre uma partícula que se desloca sobre о eixo Os 
— 


аша uma forga constante ] . de intensidade F, mas пйо paralela ao 
deslocamento 


E > 
Ет = Есоѕ Ө и 


-- 


em que 0 é contado no sentido anti-horário de Os para Е . O trabalho т realizado 
— 


por Ғ. de s| a s2, é, então, por definição, 


t= (F cos Ө) (52-81) 


— 


em que F cos 0 é a componente de F na diregáo do deslocamento. 


Observacáo. No Sistema Internacional de Unidades (SI) a unidade de 
comprimento é o metro (m), a de tempo o segundo (s), a de massa o quilograma 
(kg), a de forca o Newton (N) e a de trabalho o Joule (J). Sempre que deixarmos 
de mencionar as unidades adotadas, ficará implícito que se trata do sistema SI. 


EXEMPLO 1. Sobre um bloco em movimento аша uma forga constante, 
paralela ao deslocamento e a favor do movimento. Supondo que a forga tenha 
intensidade de 10 N, calcule o trabalho por ela realizado quando o bloco se 
desloca dex = 2m ax = 10 m. 


Solução 


— 
O trabalho 7 realizado por F е 


т= 10 (10-2)=801 m 


EXEMPLO 2. Um bloco de massa 10 kg desliza sobre um plano inclinado, da 
altura de 5 m até o solo. O plano inclinado forma com o solo um ángulo de 30°. 
Calcule o trabalho realizado pela forga gravitacional. (Suponha a aceleragáo 
gravitacional constante e igual a 10 m/s2.) 


Solução 


5, = 0 (posição inicial) 


solo 


$5 (posição final) 


> 
Pela lei de Newton, a intensidade de F é Mg, em que M é a massa do bloco 
> 


e в a aceleração gravitacional. A componente de F na diregáo do 
-- 
deslocamento é Mg cos 60°. O trabalho 7 realizado por Ғ é: 
т- (Mg cos 60°) (52 — 51). 
52 é o comprimento da hipotenusa do triángulo retángulo ABC: 


52 sen 30°= 5 ou s2 = 10. 


Como cos 9s 60° == --- M=10eg=10,resulta 


` 
- 
т= 5001. ш 
ЕХЕМРГО 3. Sobre uma partícula que зе desloca sobre о eixo х agem duas 
> =) > > 
forças: w E € аваа эээ я Calcule os 
Е =10i °Е> =-31. 


trabalhos realizados por elas no deslocamento de х = Тах = 5. Supondo que 


>> 
F| e F^ são as únicas forças agindo sobre a partícula, calcule o trabalho 


realizado, no deslocamento mencionado, pela resultante R 


Solução 
т E 
F, F Е 


As forcas sáo paralelas ao deslocamento. 


Trabalho realizado por Ғ £ 


11-10(5- 1) = 40 J. 


Ян 
Trabalho realizado рог Ғ 
3 


ту=-3(5-1)=-121. 


Trabalho realizado pela resultante R ( R = F, + Ғ, ° 


v 


: 2 
si R =71): 
1=7(5-1)=28J. m 


EXEMPLO 4. Uma partícula de massa 5 kg é langada verticalmente. Calcule o 
trabalho realizado pela forga gravitacional quando a partícula se desloca da altura 
у-ішау-5ш. 
Solução 
> 
Pela lei de Newton, а Ғогса gravitacional Ғ é dada por 


em que М 6 a massa da partícula е g a aceleragáo da gravidade que suporemos 
= 


constante e igual а 10 m/s2. Observe que F é paralela ao deslocamento. O 


trabalho 7 realizado por F é entáo 
1=-Mg(5- 1) 
ou 
т=-2001. m 
Nosso objetivo a seguir е definir trabalho realizado por uma forga variável 


com a posigáo. Suponhamos, entáo, que sobre uma partícula que se desloca sobre 
o eixo x atua uma força paralela ao deslocamento e variável com a posição х, 
— 


F (x) = f(x) i. 


FO) 


—— . 


Х X 
> 


Observe que f (х) 6 a componente de F( X ), па diregáo do 


— 


deslocamento. Vejamos, entáo, como definir o trabalho realizado por F no 
deslocamento de x = a a x = b. Suponhamos, por um momento, a < b e f (x) 
contínua em (а, b ]. 

Seja P :a = x0 < x] < x2 <... < xy = b uma partição de (а, b]. 


хі X) 


= х, х, = 
Ху=а хх; 1-1 i Xa-1 ВЕ 


Supondo máx Ах; suficientemente pequeno е tendo em conta a continuidade 
de f, о trabalho realizado de x; —1 a x; (i = 1, 2, ..., n) deverá ser 


aproximadamente Y: LA X.* por outro lado, é razoável esperar 
р Ж 1 1 ^ 


que a soma de Riemann 


n 
2, fo Ах: 


-- 


deva ser um valor aproximado рага о trabalho realizado рог Е по 
deslocamento de x = а а x = b e que esta aproximação seja tanto melhor quanto 
menor for máx Ах) Nada mais natural, então, do que definir o trabalho т 


lizad т. / т desl dex- 
rea орог Ep (x) = f(x) i Asi eslocamento de x = aa x 


= b, por 


b 
т= | f (x) dx. 


a 


Na definição acima, a e b podem ser quaisquer e f (х) integrável no intervalo 
fechado de extremidades a e 5. 


Observe que, se a < b e f (x) > 0 em [a b], o trabalho realizado por 
— 


Е ( х) = f( X) і de x = аах = Б, е numericamente igual à 
d {| Y , 


área do conjunto do plano limitado pelas retas x = а, х = b, y = 0 e pelo gráfico 
de y = f(x). 


EXEMPLO 5. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Ох аша uma 


forga paralela ao deslocamento e de componente f (x) = 


,2 
X 


Calcule o trabalho realizado pela força no deslocamento de x = 1 a = 2. 


Solução 


— 
O trabalho realizado por F dex=lax=2é 


2 


2 
r= Í 1 &-[- =Шу в 
1 x“ X 2 


1 2 


EXEMPLO 6. Considere uma mola com uma das extremidades fixa 


0 X 


e suponha que a origem, x = 0, coincida com a extremidade livre da mola, 
quando esta se encontra em seu estado normal (nào distendida). Se a mola for 
distendida ou comprimida até que sua extremidade livre se desloque à posigáo x, 


a mola exercerá sobre o agente que а deforme uma forga cujo valor, em boa 
aproximagáo, será 


F (x) = —kx i (lei de Hooke) 


no qual k é uma constante denominada constante elástica da mola. 

Suponha, agora, que a mola seja distendida e presa na sua extremidade livre 
uma partícula. Supondo k = 5, calcule o trabalho realizado pela mola quando a 
partícula se desloca da posicáo 


1) х=0,2ах=0. 
5) х=0,2ах=-0,2. 


Solucáo 
0 
а)т= — 5х dx = 
0,2 
-0,2 
Әут- Í —5х dx = 0. Interprete. . 
0,2 


EXEMPLO 7 (Relação entre trabalho e energia cinética). Uma partícula de 
massa m desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = х (1) em que x (2) 
é suposta derivável até a 2.º ordem em (0,11 1. Suponha que a componente, na 
direção do deslocamento, da força resultante que atua sobre a partícula seja f (x), 
com f contínua em [x0, x1], em que хо = x (tp) e x1 = x (t1). Verifique que о 
trabalho realizado pela resultante, de xy a х], é igual à variação na energia 


cinética, isto é, 


” 
Ü" xal hum i 2 
f (x) dx > ту > my 


em que уд e v] são, respectivamente, as velocidades nos instantes (0 e 1]. 


Solução 


x=x(t) ;dx= x'(t) dt ou ах-у(Ра 
х= X0 st= to 
х= XI ‚=! 


X t 
l l | 
f(x) dx = f (x (1))у (t) dt. 
xo 10 
Pela Lei de Newton (força = massa x aceleração) 
Го (0) = та (9) 


em que а (1) é a aceleração no instante t. Assim 


X t t 
A f(x) dx = 18 та (t) v (t) dt = m Ї v(t) a (t) dt. 
Хо 0 10 
Fazendo na última integral a mudança de variável у = v (1) 
v=v(t) ¡dv=v'(t)dt ou dv= aít) dt 
t= to v= vo 
t = ti У = y 
x " "1 
Тодах-т| v(t)a(t) dt 2 m vdv= 
[нати 
Observação. Se у é a velocidade no instante m= m v — é, por definição, a 


- 
energia cinética da partícula no instante t. 


Exercicios 11.8 


1. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo x аша uma forga cuja 


componente na direção do deslocamento é f (x). Calcule о trabalho 
realizado pela força quando a partícula se desloca de x = a a x = b, sendo 
dados 


а) (х) -324720eb-2 
b)f()-7x,a--1eb-3 


с) 
f)=- 
X 


4)/(х)--3х,а--169-1 


2 


! 
- 
о 
> 

! 
кә 


2,4 


Uma partícula de massa т = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob а agáo da 


— > 
forca resultante F( x) = 3x [ г Sabe-se que x (0) = 1 e 


v(0)=0. 


a) Verifique que, para todo #> 0, 


em que x=x (1) e v=v (0). 

b) Calcule o módulo da velocidade da partícula quando esta se encontrar 
na posigáo x = 0. 

с) Qual o máximo valor de x? Qual o mínimo valor de x? 

d) Em que ровісӛо | у | é mínimo? 

e) Como vocé acha que deve ser o movimento descrito pela partícula? 


Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a agáo da 
> > 


forca resultante > . + Sabe-se que no instante t 
F (x) = —xi. 


= 0 a partícula encontra-se na posicáo x = 1 e que, neste instante, a 
velocidade é v = 2. 


a) Verifique que, para todo #> 0, 


х2+у2=5 
em que x= x (1) e v= у (1) 


b) Qual o máximo valor de x? Qual o mínimo valor de x? 
c) Em que posicào | v | é máximo? 
d) Em que posição | v | é mínimo? 


4. Uma partícula de massa m = 5 desloca-se sobre о eixo Ox sob a agáo da 
> 


тэр > 
força resultante F (x) = —9 Y Ё: Sabe-se que по 


instante /- 2 a posição é x = 0 e a velocidade v = 4. 


a) Expresse o módulo de v em fungáo de x. 
b) Qual o máximo valor de | v |? 
c) Qual o máximo valor de | x |? 
d) Em que ровісбев a velocidade é zero? 
5. Uma partícula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a agáo da 
= 1 
forca resultante F ( X ) == = Ж; Sabe-se que х (0) = 1 e 
Хх“ 


у (0) = 0. Expresse v em fungáo de х. 


6. Uma partícula de massa т desloca-se sobre о eixo Ох com aceleragáo 
constante a, de sorte que a forca resultante sobre a partícula é, pela Lei 


> 
de Newton, та . Sejam хоё уда posição е a velocidade no instante 


. 
t= 0. Mostre que, para todo {> 0, 


А 
UI) = w 4 


em que x =x (1) e v= у (£). 


7. Um corpo de massa т é lançado verticalmente. Seja y = y (В a altura no 
instante / (considere o eixo vertical Оу orientado do solo para cima). 
Suponha y (0) = 0 e v (0) = vg. Suponha, ainda, que a única força agindo 


— 


sobre o corpo seja a gravitacional —mg j em que g 6 a aceleragáo 
, 
gravitacional suposta constante. 
2 2 
а) сы 
Verifique que y^ — 4,4 — 9 , 
у у 0 2g ) 
b) Qual a altura máxima atingida pelo corpo? 


Uma partícula de massa т = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a agáo da 
-- 


forga resultante F ( x) =s — i „ Suponha x(0) = 1 e v 


Ж» 
(0) = ур > 0. 


а) Relacione v com х. 
b) Determine o menor valor de vo para que a partícula não retorne à 
posição inicial x = 1. 
De acordo com a lei da gravitação de Newton, a Terra (massa M) atrai 
uma partícula de massa m com uma força de intensidade (G é a 
constante gravitacional) 


Mm 
2 
r 
em que r é a distáncia da partícula ao centro da Terra. Suponha, agora, 


que a partícula seja lançada da superficie da Terra com uma velocidade 
inicial ур > 0 e que a única força atuando sobre ela seja a gravitacional. 


Г) = С 


Mostre que o menor valor de у() рага que a partícula náo retorne а Terra ё 


12СМ 
\ R 


da Terra. (Despreze a rotação da Terra.) 


em que M e R são, respectivamente, a massa e o raio 
` 


10. => 


Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Ox atua uma força F 


de intensidade 3x e que forma com o eixo 0х um ángulo constante de 
30º. 


Calcule o trabalho realizado por Ғ quando а partícula se desloca de x = 
0ax-3. 


11: = 


Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo x atua uma força Е 
de intensidade constante е igual a 3 Ме que forma com o eixo 0х um 
ángulo de x radianos. 


Calcule o trabalho realizado por F quando a partícula se desloca 
a) T 
4х-0. 4) de x = дах = — 


b) dex = дах = л. Interprete o resultado. 


12: > 


Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Ох аша uma forga Е. 
sempre dirigida para о ponto Р (veja figura), e cuja intensidade 6 igual 
ao inverso do quadrado da distáncia da partícula a P. 


P 


ph 
| 
| 
12 
! 
| 
| 


x -2 -1 0 
— 


Calcule o trabalho realizado por Ғ quando a partícula ве desloca de x 
=-2ax=-1. 


13. Uma mola АВ de constante К está presa ao suporte А e a um corpo В de 
massa m. O comprimento normal da mola é /. Desprezando o atrito entre 
o corpo В е a barra horizontal, mostre que a aceleração a do corpo B é 
dada por 


em todo instante tem que v #0. 


12 


TÉCNICAS DE PRIMITIVAÇÃO 


12.1. PRIMITIVAS IMEDIATAS 


Sejam a £0 e c constantes reais. Das fórmulas de derivação já vistas seguem 


as seguintes de primitivação: 
a) [са ЕК 

с) Ге dx = +k 

e) IE dx = In (~x) +k (x< 0) 
8) Í cos x dx = senx + k 

i) Í sec? x dx = tgx + k 


ШЕ x dx =Inlsecx+tgxl+k 


n) h I dx = arc tg x + k 
EXEMPLO 1. Calcule. 
a) Í х? ах b) Í dx 
Solução 
” х3 


а) | x dx= 


b) | «хк 


с) j cos x dx = sen x + К. 


ха+1 
b) | ax = —— +k (0% —1) 
«+1 
à [Lac ms kem) 
x 
1 
$ [а= miis 
x 
» | sen x dx = —cosx +k 
df sec x tg x dx = sec x + k 


m) Í tg x dx = —ln | cos xl + k 


dx= arc sen x + k 


c) Í cos x dx 


Antes de passarmos ао próximo exemplo, lembramos que о domínio da 
fungáo que ocorre no integrando de 17°) dx deve ser sempre um intervalo; 
quando nada for mencionado a respeito do domínio de /, ficará implícito que se 
trata de um intervalo. 


EXEMPLO 2. Calcule. 


a)(Inl x) ' ДЕС (х>0) 
Ж 
І 1 
с) IE dx (x < 0) d) IE dx 
х Ж 
Solucáo 


In x se x > 0 


a) Inlxl= In (—x) se x < 0. 


Paaz>o[ In | x1] =[1пх]' = = E 
x 


Para x > 0, 
тіл -ішелі-- oe E 
тх x 


Portanto, para todo x #0 


| ш1х11” 


$ 


b) [= de=Inx+k(x>0) 


In (—x) + k(x < 0) 


су 

— 
—, 
= |= 

a 

4 

[| 


1) Aqui o domínio nào foi explicitado: tanto pode ser um intervalo contido em ]0, 
+оо [como em] –о, 0[. Em qualquer caso 


1 
а= mire x a 


EXEMPLO 3. Seja a #0 uma constante. Calcule 


| x* dx. 


Solução 


‚в + 1 
cer | хо х= X + E 
а + 1 


Se 


| xe [Lac mixte k. 
Ж 


+, 


Assim: 


х=+1 


—— +ksea *-—l 
fas ar =Ja+l 


In Ixl - K seca =-—1 


EXEMPLO 4. Calcule. 


a) І X 4x dx. 


1 
с) | 1х 
1+х? Ë 


Solução 


3 
a) | х NX dx = | x2dx2 2% 


ou seja: 


N 


хх dx = “ 4x? +k 


бл 


9 3 
Е +1 de= (2+1) +in xi +k. 
* х " 


1 
| dx = arc tg x + k 
I+ х2 : " 


df 7 1 — dx = arc senx + k 
417 x 


EXEMPLO 5. Calcule. 


а) | sec? x dx b) | tg x dx 
Solucáo 

a) | sec? x dx = tgx+k 

» | аха f (sec? x - 1) dx tgx - x  K = 


EXEMPLO 6. Verifique que 


tg x dx = —Inlcos х1 + k. 


Solucáo 


Pela observação que fizemos anteriormente, o domínio de f (x) = tg x deve 
ser um intervalo /, pois, neste problema, tg x aparece como um integrando. Neste 
intervalo temos: cos x > 0 para todo x em / ou cos x < 0 para todo x € 1 (por 
qué?). 


Se cos x - 0, 
—sen x 
[-Inlcosxl]' = [—7Incosx]' = — ——— = tg x. 
COS X 
Se cos х « 0, 
sen Х 
[ —1п1совх1]' = [—1п(—созл)]' = —— = tg x 
—COS x 
Em qualquer caso, 
| tg х ах = —ln Icos х1 + k. H 
EXEMPLO 7. Seja a £0 uma constante. Verifique que 
a) Í e dx = l +k. b) Í cos ax dx = E sen ах + К. 
a a 


Solução 


, 
1 : 1 ; ах 1 ox ах 
a) [e = — [6] = —e a= e. 
а а а 
ах 1 ах 3 
| e dx= —e +k. 
а 
, 
b) E sen ax = —sen' ах · (ах)’ = cos ax. 
а 
Assim, 
| cos ах ах = T emna È п 
а 
EXEMPLO 8. Calcule. 
a) Í ек ах b) І cos 3 x dx 
с) Í sen 5 x dx а) | e хах 


Solução 


sen 3x + k. 


w | — 


o | sen uli рн 5х + К. 
d) | e Хфх--ес *+К. 


"n 
EXEMPLO 9. ou | COS X dx. 


Solucáo 


cos 2x = cos? x — sen? x = 2 cos? x - 1 


ou seja, 


Í cos? x dx = Ag 1 харх ш 
2 4 
Ехексісіов 12.1 
1. Calcule e verifique sua resposta por derivação. 
a) І 3 ах Ь) І хах 
5 í 
c) Í x dx d) І Ах dx 
e) [ Vr? ах Р | x ^ dx 
1 x + x2 
9) І — dx h) І 5— dx 
X хэ 
1 1 3 
0+) ах Л 1 НЭГ 
Жс ой” х 
x+ с 
D f шэн ах т) | (E + 4) dx 
x 
5x 2x 
n) | e” dx о) | е “Зах 


2; 


Саісше. 


Calcule e verifique sua resposta рог derivagáo. 


a) Í senx dx 


c) Í cos 5х dx 


т 
а) Ë зеп 2х dx 
0 


с) Ë (sen 3x + cos 3x) dx 


a) Verifique que sen2 х= 


м | = 


b) І sen 2х dx 

d) І sen 4t dt 

p | cos 43 tdt 

h) ГЕ + i sen 2x) dx 
ЇГ + 4 sen 3x ) de 


1 
m) Í Зэр 3х = — sen 4x) dx 


o) І 
cos x 


Jio 


sen 2x y 


* + sen ит ах 


2 x 
b) n cos — dx 
> 2 
п 
а DU (+ оох) 


b) 
e | sen? x dx. 


6. Calcule. 
a) Í cos? 2x dx b) Í cos2 5х dx 
с) | sen? 3x dx d) Í cos2 5 ах 
1 1 2 
e) Í cost x dx р І (5 + — соз 2х) ах 
2 2 
8) Í (sen x + cos x)? dx h) Í (sen x — cos x)2 dx 
ü Í (5 + sen 3x)? dx Л | (1 — сов 2х)? ах 
7. Саісше. 
т т 
8 2 E = 4 2 ч 
а) cos” x dx b) sen? x dx 
0 0 
T7 T 
c) р (ѕеп х + соз xy? dx d) Ë cost x dx 


8, 2T , - 
әз yl + COS X dx. 
0 


9. a) Verifique que 


І sec x dx = In (sec x +tg x) + k 


сопхе |--,- 


Ь) Mostre que 


| sec x dx = In |sec x + tg x| + k. 


10. Calcule. 


a) І tg x dx b) Í sec? x dx 
c) І tg2 x dx d) Í sec x dx 
e) І tg 2x dx p | sec 3x dx 
5 
x І ——— dX 
8) І 3 ах һ) Л _ 2 
D Í (5 e ах p Í (x + sec2 3x) dx 


Cos x + sec x 
т) | ——— 


D | (1 + вес xy dx dx 


COS X 


11. a) Determine a e р de modo que 


1 
sen бх cos x — x (sen ax + sen Bx) 


1 
(sugestao: sen a cos b=— [sen (a + b)+ sen (a — 


b) 
s | sen 6x COS X dx. 


12. Calcule. 
a) Í sen 5х cos x dx b) Í sen 3x cos 4x dx 
c) Í sen x cos 3x dx а) | sen 3x cos 3x dx 


13. a) Determine a e р de modo que 


1 
sen 3x sen 2x = — P (cos ax — cos Bx) 


1 
Sugestão: sen a sen b = 2 [cos (a — b) — cos (a + b)]. 


b) 
Calcule | sen 3x sen 2x dx. 


14. 


eile | cos 5x cos 2x dx. 


1 
[ Sugestão: cos a cos b == [cos (a + b) + cos (a — 


15. Саісше. 
а) І sen х sen 3x dx b) І sen 2х sen 5х dx 
с) | sen 3x cos 2x dx d) | сов 5х cos x dx 


e) | соз 7x cos 3x dx 


16. Calcule. 
т т 
а) Р, cos х sen Зх dx b) Ë; sen 3x sen 4x dx 
72 72 


17. Sejam m e n naturais. Calcule. 


СА СА 
а) Í sen mx sen nx dx b) Í Cos mx sen nx dx 
-т —п 


12.2. TÉCNICA PARA CÁLCULO DE INTEGRAL INDEFINIDA DA 


АІ е Go) g (x) dx 


Sejam fe g tais que Im g С Dfcom g derivável. Suponhamos que F seja uma 
primitiva de f; isto é, F' = f Segue que F (g (x)) é uma primitiva de f (g (x)) g' 
(x), de fato, 


(F (е (х)))' =F (g (x)) g' (x) = / (в (0) g' 09. 


Deste modo, de 


[ f (и) du = F (и) + k 


segue 


| f (е (х)) g'(x) dx = Е (g (x)) + К. 


| Тв (0) g (х) dx = ? 
u=g(x) ; du= (х)ах 


І fie (x)) g'(x) dx = Í Ри) даи = F (u) +k = F(g(x)) + k 


Antes de passarmos aos exemplos, observamos que, tendo em vista 


[ af(x)dx=a [ f (x) dx (a constante) 


resulta para а £ 0 


[ғо ах = - | a f (x) dx 


o que significa que, multiplicando o integrando por uma constante а e, em 
seguida, dividindo tudo por a, nada muda. 


» 
EXEMPLO 1. Calcule X COS x^ dx. 


Solucáo 
Fazendo 
и=х?, du = 2x dx. 
Entáo, 
2 1 2 1 

| X cos x dx = г Í cos x“ (2x dx) = 5 Í cos u du. 
Como 

I I 

- | cosudu= — sen и + k, 

2 2 
resulta 
| x cos x? dx = 1 sen x? + К. ш 


EXEMPLO 2. Calcule e? dx. 


Solução 


и = 3x, du = Зах 
3x : 
| e" dx= | ен ыы фе TE 
3 3 3 
ou seja, 
| e" ах = тез +k. n 


КО (2х + D? dx. 


Solução 


u=2x + 1, аи = 2dx 


| (2х + 1 dx = 1 | (Ох + 1? 2dx = 1 | иЗ du. 


Сото 
1 4 
- | w du = ! + k, 
2 8 
resulta 


2x +1) 
CUT п 


| (Qx + 1) ах = 


X 
EXEMPLO 4. ct | — ах. 
ЕЖ” 


Solucáo 


u=1+x2, du = 2x dx 


|= => | — ido | — du 
pex? [+ x? 


Como 
1 1 1 
=) = аи = — In lul + k, 
2Ј u 2 
resulta 
[= pd > In(1+ 42) +. в 
1+ х2 
мейі -- ах. 
= +2 
Solução 


Fazendo u = 3x + 2, du = 3dx. Assim, 


1 1 1 1 1 
| ах =— | зах = = | — du. 
3x +2 34 3x+2 3J u 


Segue que 


Жин (Зх + 21+ k. п 
3x +2 3 


| X 
EXEMPLO 6. Calcule ------ ах. 
1+ х4 


Solução 


3 


Se fizermos и = 1 + x4, teremos du = Ах” dx. Como 4x2 não é constante, 


x 1 4x? dx 
pa 
| 4x? 1+ х“ 


4 


Isto nos mostra que a mudança и = | + x* não resolve o problema. Entretanto, 


se fizermos u — х2, teremos du = 2x dx; assim, 


[Ae — 2 a= | se 
1-4 2.4 149105) 24 1+и- 


Сото 


1 
— | —— du = — arc tg u + k, 
Id 2 


resulta 


X _ 1 N 2 Д 
[туа ASA + К. [s] 


Observacáo. Note que x dx “dentro da integral” já nos sugere u — x2. 


EXEMPLO 7. Calcule | X 41 T x? dx. 


Solução 


| х Л +x? dx = =f 1 + x? (2x dx) 


Fazendo и = 1 + x2, du = 2x dx. Assim, 


lu 
| 2 1 - ] u? 
хүі+ x^ ах = | Nu du=—" tk 
2 2 1 
—+1 
2 
ои seja, 
IEEE dee үй + ay +k a 


temos ca | x3 Vl + х2 ах. 


Solução 


| х3 Л +x2 ах= _ | х? Vi +x? (2x dx). 


< 


Fazendo и = 1 + х2, teremos du = 2x dx e x? =u — 1. Assim, 


| x? 4 +x? ах = 1 І (u — 1) Үш du. 


Como 


2 1 
| 105 > 
A (и — 1) Nu ш-- fu? = u2 ) du 


5 3 
115 = à = 1 | — 
=—|—н2——и2 +k=— u — — үи? +k, 
2:1:5 3 5 2 
resulta 
are dara =] 23 Li 
БӘЛЕ а= үа +25 + +k. в 


3 
| sen” x сов x dx. 


EXEMPLO 9. Calcule 


Solucáo 


3 3 
| sen” хсовхах- | sen” x (cos x ах) 


A mudança и = sen x implica du = cos x dx. 


| sen? xcos x dx = | из du = 14 +k 


ou seja, 
| sen? x cos x dx = q sent x+k. a 
| sen X 
EXEMPLO 10. бан и = ах. 
сов” X 


Solugáo 


и = cos x, du = —sen x dx 


x | 
[Sa | du= wa: 


сов” x и? Que 
ou seja, 
[SE => +k a 
cos? x 2 cos” x 


EXEMPLO 11. ны! sen? X гаж хах. 


Solução 


sent x cos? x = sen? х cos? x cosx= sent x (= sen? X) cos x. 


Fazendo и = sen x, du = cos x dx. Entào, 


/ š 9 
| seni x cos2 x dx Í seni x (1 — sen” x) cos x dx 


| и (1 - и?) аи 


5 
иг и 
== = + К 
5 7 
Assim, 
5 7 
sen” x  sen'x 
| sent хсо8 x dx = 51 3 + k. т 


EXEMPLO 12. Calcule. 


а) ІН г ах 


Solução 


Fazendo u = 1 + x3, du = 3x? dx; assim, 


Э 
| A 
1+ х? 


ou seja, 


| 
Fer 
1-х 


b хо я 
nes š 


= а + 


- 


1 1 2 
-|— 3x* 
27 (Las 


dx 


Fazendo u = 1 + x3, du = Зх? dx; assim, 


x? 
arem a A — 


ou seja, 


xe 1 
ах-- +k 
less 3 + x3) 


EXEMPLO 13. Calcule. 


5 2 
ur dE 
Solucáo 

5 5 
а) [———з&==1[———у&® 
Еж” 4 е 
1+ |= 
2 
Fazendo 


"ES di ou 2 du = dx. 
2 2 


Assim, 


5 5 1 5 1 
ЖЕНГЕН ЕТЕ ж 
4 4 x^ 44 1+u* 24 ltu“ 


2 1 5 
2 | a= uctgu+k 


resulta 


5 5 Ж 
ЕЕ 5 arc tg + К. 
i. dx 2 2 


2 2 1 
x: Хх 1+ “Х 
3 
Assim, 


Fazendo 
42 42 43 

и = —— x, du = — dx ou dx = — du. 
v 3 Vo y 


Assim, 


13 
| —2 de= zal | : ; du 
3 + 2х5 342 1 + u“ 


logo, 


2 243 |2 
| == arc tg x+k 
Sao 34 3 


3“ “2 


ou seja, 


y 1 / 
= ах = arc t x tk. 
la q 4946 " 


EXEMPLO 14. Verifique que 


| sec х dx = ln | secx + tgxl+ k 


Solução 
23... 
sec x tg x + sec” x 
BOD a д 
sec x + tg x 
u = sec x + tg x; du = (sec x tg x + sec? х) ах. 
Assim, 
Қа 2 s 
| sec xdr = | = | l а= dn lul tk 
sec x t tg x u 
ou seja, 
| sec x dx = Inl sec x + tg xl + k. п 


Exercicios 12.2 


1. Calcule. 


ю 


а) Í (3x — 2) ах 


с) | - dx 


31 =2 


e) | x sen x? dx 
3 

g) |= ех dx 

i) Í х сов ж ах 


1) | cos? xsen x dx 


x 
dx 
ree ы 


X 
[от 
(444237 


9 | ТЕТІ ах 


у) ГЕ D dx 
cos“ x 


Calcule (veja a Segáo 11.7). 


І 2 
а) Í xe dx 
0 


Ь) І 43x — 2 dx 
1 
d) | = = 
(3x:=:2)* 
2 
р IE ех dx 
h) Í sen 5х dx 


n) Í cos 6x dx 


5 
m | sen” x cos x dx 


5 
"Гы: ах 
4х 2 


sies 
ы рат" 


5) І хүж 3x2 ах 


1 
4) | —— dx 
(x = D° 
$ 
х) IE ех ах 


т 
Ь) P sen? x cos x dx 


c) d) dx 
1 1+3⁄2 
1 g3 
е) Í 7 dx 
0 qx 
1 Ут 
8) E (2х + 3)100 dx h) Í x sen 3x2 dx 
22 z 
3 1 nd х 
d Í — dx Л р 
2 (x. — D" cos? x 
l x 
D i m) IH cos? 2x dx 
01+. 0 
3. Саісше. 
а) Í sen? x cos x dx b) Í sen? x cos? x dx 
c) Í cos” x sen? x dx d) j sen x 4/cos х dx 
e) Í sen 2х Л + cos? x dx Л І sen 2x RE + sen? x dx 
8) | sen? x dx h) 1 cos? x dx 
i) І tg x sec? x dx Л І tgx sec? x dx 
D І tgx sec? x dx m) Í tg x sect y dx 
п) І зеп х 43 + cos x dx 0) 1 sen x sec? xdx 
р) Í senx sec2 xdx q) Í sen2 x cos? x dx 
2 
3 secó x 
r) І tg x cos x dx s) j — ах 


3+2tgx 
4. Calcule. 


л 


1 
с) І ах 
2x +3 


Ae B tais que 


mx + п 


(х 


7: 


— a) (x — B) E 


Utilizando o Exercício 5, calcule. 


1 
а) Í—, «a 
(х+ 0) (х= р 
ә Г- 2-4 ах 
22-32 


8) [- deci dx 
x* —5x-4-6 


Suponha а, д, m e n constantes, com a Z f. Mostre que existem constantes 


A B 
+ 


хш =p 


Seja a #0 uma constante. Verifique que 


1 1 
|- r a= meg эв 
Tu 


8. 


Calcule. 


a 


a 


1 
9 | a 
S+ 12 é 
s 
2]2:s1^ 
x 
o | dx 
5 + x2 
| а 
8 — ах 
4-х2 


1 
1) | ум 
ао 
2 


рум 
5+ (+22 ^ 


1 
п) == dx 
ХЭЛЭХ 051 


© 


1 
а) [= y ах 
É = а 


b) ==." 
a? + (x + B 


10. Calcule. 
3 


X 
a) | & 
(16 + х4)? 
X 
icta 
9116,4 


1 
е) Í dx 
x In x 


Sejam a + 0 e р constantes. Verifique que 


1 
ах = — агс ір 
а 


j) Í —— 
Р) 2 +2x+2 

1 
т) Í RR ESSES dx 
x^ +4x+8 


2 
al 
e +2x+:2 


= 


х+а 


x+B 


а 


+ К. 


3 
x 
b) 1 dx 
16 + х4 


d) | tg 2x dx 


1 
— dx 
4 | x (In x)? 


8) І tg? xdx h) І--- ах 


ү1- x^ 
ә T X 
1) І ах J) | 7 5 dx 
yl — 4x^ y 1 — 4х 
1 2х+3 
D І 5 dx m) І 7 ах 
(4 — x^ ү1- 4x* 
2 x 
n) І 5 ах о) І ах 
quce ү1— х4 
р oX 
p І 1 5 ах 4) І - : dx 
41 = e 41 — e* 
1 2 
r) j PTE dx s) Í FF dx 
x. — (In x)“ yl — (x + 1º 
ех ех 
= = — ç 
) | 1+ elx 4) І 1--3еХ ex 
1 хэ 
у) І — cos (In x) dx х) | 8 dx 
х l+x 


123. INTEGRAÇÃO POR PARTES 


Suponhamos fe g definidas e deriváveis num mesmo intervalo /. Temos: 


17008001 26) в 6) * fo) g'G) 
ou 
Гох) в G9 = Ио) в (х) ' -f G) в (x). 
Supondo, entào, que f (x) g (x) admita primitiva em / e observando que f(x) g 


(x) é uma primitiva de [f (x) g (x) |, então f(x) g'(x) também admitirá primitiva 
ет /е 


0) Í f(x) g'(x) dx = f(x) g (x) — Í f'(x) g (x) dx 


que é a regra de integração por partes. 
Fazendo и = f (x) e v = g (x) teremos du = f (x) dx e dv = g'(x) dx, o que nos 
permite escrever a regra @) na seguinte forma usual: 


u dv = uy — v du 


Suponha, agora, que se tenha que calcular Í a (x) В (x) dx. Se você perceber 
que, multiplicando a derivada de uma das funções do integrando por uma 
primitiva da outra, chegase a uma função que possui primitiva imediata, então 
aplique a regra de integração por partes. 


EXEMPLO 1. Calcule X COS X dx. 


Solução 


A derivada de x é 1; sen x é uma primitiva de cos x. Como 1 · sen х tem 
primitiva imediata, a regra de integração por partes resolve o problema. 


[ x соз x dx = f(x) g (x) — | f' (x) g (x) dx 


ШІ 
18! = xsen x — | 1 * sen x dx. 


Assim: 


X COS x dx = x sen x — sen x dx 


ou seja, 


| хсозхак=х sen x + cos x + k. п 


EXEMPLO 2. “| агс tg x ах. 


Solução 


| arc tg x dx = | arc tg х. ldx. 


О truque aqui é acabar com arc tg x; vamos entáo derivar arc tg x е achar 
uma primitiva de 1. 


f arc tg x+ 1dr = w- | v du 
uo Ф 
= (arc tg) |х 
Assim 
х 
| arc tg x dx = x arc tg x — [тут ах 


х= 


ou seja, 


чевха-хасшх- + ma +ð +k. п 


” 
EXEMPLO 3. ca | X sen x dx. 


Solução 


Es sen x dx = f(x) g (x) — ІР (x) 2 (x) dx 
TT 
fe = Y (—cos x) — | 2x (-сов х) dx. 


Q | х2 senxdx=—x cos x + ! 2х cos х dx. 


Calculemos, novamente, por mo f 2х соё $^ dx. 


| 2xcos xax = 2x sen x — [2 sen x dx 
tt E + 
f g FÉ FE 

© | 2xcos x dx = 2x sen x + 2 cos x + К. 


Substituindo @ em @, vem 


2 р 1 
ТЕ sen x dx = —x^ cos x + 2x sen x + 2 cos x + k. п 


EXEMPLO 4. ll e COS X dx. 


Solução 


Fazendo f(x) = e* e g'(x) = cos x, obtemos 


[7 '(х) g (х) dx = | E sen x dx 


cujo cálculo apresenta as mesmas dificuldades que Тех cos x dx. Se fizermos / 


(x) = cos x e g'(x) = e*, o problema 6 o mesmo. Aparentemente, nào vale a 
pena aplicar a regra de integração por partes. 


Mas veja: 
@ Í е“ cos x dx = е“ sen x — Í е^ sen x dx. 
tt 
fE 


Por outro lado, 


| е* sen x dx = e (—cos x) — IB (—cos x) dx 


Ф | ех sen х dx = —e* cos x + | е* cos x dx. 


Substituindo (5) em (4) 
x 2 — - x x 
fe cosxdx=e senx+e cosx e cos x dx 
e, portanto, 


2 | &' cos x dx = e sen x + е“ cos x 


ou seja, 


Ге cos x dx = i е“ (sen x + cos x) + k. ш 


O truque foi ter percebido que, aplicando novamente a regra de integragáo 
por partes a 


[ е” sen х dx, volta-se a | е^ cos x dx. 


Muito bem! 


2 
EXEMPLOS. Caleule | COST X dX. 
Solução 
| cos x cos x dx = cos x sen x — Í (—sen x) sen x dx 


5 
= sen x cos x + Í sen“ x dx. 


Assim, 


2 2 
| cos? x dx = sen x cos x + | (1 — cos" x) dx 


ou 


a 
2 | cos” x dx = + sen x cos x 


e, portanto, 


| cos? хах= > (х + веп х сов х) + Ё. 


1 
Como sen x cos SET X COS X = 3 sen Дх: 


resulta 


[со ха= L x+ цагны u 
2 4 


3 
EXEMPLO 6. Calcule | sec x dx. 
Solugáo 
3 2 
| sec x dx = | вес х sec” x ах 


1 1 
ІҢ 8” 
= secxtg x — | secxtgxtg x dx 


Assim, 


2 
| sec? x dx = sec x tg x — | sec x tg” x dx 


2 


Como tg? x = sec? x — 1, resulta 


| бес? x dx = sec x tg x — | sec x (sec? х-1)4х 


ou 


| sec? x dx = sec x ig xu | sec? хах + | sec x dx 


e, portanto, 


2 | sec? x dx — sec x tg x + | вес х dx 


e como 


| sec x dx = Inl sec x + tg xl, 


resulta 


1 1 
Гесха- — secxigx+ — Inlsecx + tg xl + k п 


Vejamos, agora, como fica a regra de integragáo por partes na integral 
definida (integral de Riemann). Sejam, então, fe g duas funções com derivadas 
contínuas em (а, b |; vamos provar que 


b ) 10:27 
| f(x) g'(x) dx =[ f(x) eco], -[ f'(x) g(x) dx. 
a a 


De fato, de 
Јо) g (x) = [/(%) g (x) ]' —f (х) g (х) em [а,Ь] 


segue 


b b b 
| f(x) g'(x) dx -[ Lf (х) gGOT d - | f'(x) g(x) dx 
a a a 


ou seja, 


b b 
| f(x) g'(x) dx = | f(x) ecop - І f'(x) g(x) dx. 
a a 


t 
manon cueu | x In x dx. 
1 


Solução 


t t 
| x In x dx = [f (x) gG)]] — | f'(x) g (x) ах 


2 
Assim, 
t 
t l 1| x? 
| xinxd=-=+*?Int-=|= 
| 2 ANON, 
ou seja, 
| қа Шыны In t— 1 gat Г 
2 4 


EXEMPLO 8. Calcule Э 
- 


0 


arc sen х dx. 


Solução 


1 1 1 
х 


2 are sen x - 1 dx = [x arc sen x]g -f2 - dx. 
0 ох? 
\ 
T T 
f Br 
1 1 3 1 3 5 
гэ х T zi [3 
P dx=- [4 — du = Au f = +1. 
0 41 — х2 241 чи 2 
Assim, 
5 1 1,5 т 33 
| arc sen x dx = — arc sen — + ^^ – 1 = 4-1 
0 2 2 2 12 2 
ou seja, 
— [3 
P arc sen x dx = Z + _ 1. п 


0 12 2 


Exercicios 12.3 


1. Calcule. 


а) IE e dx 

c) Í хоё ах 

e) Í In x dx 

8) І x sec? x dx 

i) Í (In ху? dx 

D І e" cos x dx 

n) | х? е? ах 
р) І e * cos 2х dx 


2. а) Verifique que 


1 
n=l 


IE x dx = 


sec 


b) І x sen x dx 
d) [хаха 
p |? In x dx 
h) | хаа y dx 
ЖЕ 
-2х 
т) І е ^ senx dx 
о) І x° cos x? dx 


q) Б sen x dx 


AN n2 


2 x tg x + Í sec" 2 x dx 


em que n > 1 é um natural. 


b) 
Calcule 


5 
sec 


x ах. 


3. Verifique que, para todo natural n Z 0, tem-se 


l = п-1 255 
а) | sen” x dx = —— sen! — 1 x cos x + j sen" — x dx 
n n 
1 = п—1 mE 
b) | cos" x dx = — cos" 7! x sen x + Í cos" ^^ x dx. 


n 


n 


4. Utilizando o item (a) do Exercício 3, calcule. 


a) | sen? x dx 


b) Í sen? x dx. 


Саісше e Я sen f dt: Ly > () constante. 


6. Verifique que para todo natural n > 1 e todo real s > 0 


Е 1 " n =] = 
печатн” [м Lost dr 
8 5 
7. Саісше. 
1 2 
а) | xe* dx b) Í In x dx 
0 1 
r x 
c) Í 2 e* cos x dx d) 1 Pest dt (s + 0) 
0 


8. Sejam m e n dois naturais diferentes de zero. Verifique que 


m 


1 
x" (1 — x)" dx = —— 
а) 1 nl 


1 
р х" +1 (1— x)" -1 & 


n! т! 
(m+n+ 1)! 


9. Verifique que, para todo natural n > 2, 


1 
b) | x" (1— x)" dx — 


1 т 
— п- E -2 
2 sen" x dx = ——— | 2 sen" x dx 
0 п 0 


10. Verifique que, para todo natural л > 1, tem-se 


1 2 1 
а) | а—х? ) ах = — | а — х2 j=l dx 
0 2n+1 0 


22п (ту2 


1 Э 
(1 — x^)! dx = 
b) he (2n +1)! 


11. Suponha que g tenha derivada contínua em (0, +0 [e que g (0) = 0. 
Verifique que 


x x 
| g'(t) es dt = g(x) e ** + sÍ g(t) e dt. 
0 0 
12. Suponha f” contínua em [a, b]. Verifique que 
b 
f(b) = f(a) + f' (a) (b — a) + І (b — t) f" Ò а. 
a 


13. Suponha f” contínua em Га, b]. Conclua do Exercício 12 que 


f(b) = f(a) + f' (a) (b а) + 


т b (b-t 2 
I9 q +] O-O my dr. 
a 2 


12.4. MUDANÇA DE VARIÁVEL 


Seja f definida num intervalo 1. Suponhamos que x = о (u) seja inversível, 
com inversa u = 0 (х), x € 1, sendo фе 0 deriváveis. 


0) J FEW) e" u) du = F (u) + k (u € Dp) 


então, 


[ғо ах = Е(0(х)) + К. 


De fato, de (1) 


F' (u) =Л(ф(и)) y (u) 


então. 


(Е(0 (х)))' = F'(0(x)) 8 (x) 
= f(e (0 (x))) e'(8 (х)) 0'(x) 
= f(x) 


pois, g (0 (x)) = x e p (0 (x)) 0 (x) = (g (0 (x)))' = 1. 


| f(x) dx =? 


х=ф(и) ; ах-о (и) du 


[ло dx = AÇÃO) ф” (и) du 


observando que, após calcular a integral indefinida do 2.º membro, deve-se 
voltar à variável х através da inversa de q. 


| х2 yx +] dx. 


Solucáo 


| х? qx+1 de=? 


p(u) 
—— 
x+l=ue x= u -— 1; dx = du (p'(u) = 1) 


1 
Í х? yx+1 dx = | (и = 1)? Ju du -| (и2-2и--1)и2 du 
7 5 3 
5 3 1 > = i 
=Í (и? —2u2 +u2)du= й = es нэ +k 
7.5 3 
2 19 p 
2 г 2 г 
=> G+ = у(х + += (x+) +k 
ou seja, 
г 2 | | 2, 
| Aldo D -FVE 15 ++ 03 +k. в 


Observacáo. Amudanga x + 1 — 42, u > 0, também é interessante; veja que esta 
mudança elimina a raiz do integrando. Faça os cálculos adotando esta mudança. 


| D 
EXEMPLO 2. Calcule y1 — x* dx. 


Solução 


2 2 


Como 1 — sen“ u = cos” u, a mudança х = sen u elimina a raiz do integrando. 


T T 
x = sen u | —— < u < — | dx = cos u du. 


= = 


| ү1-х2 ах = | 41 — sen? и cos и du 


! 2 
= | «cos* u cos и du 


a : тот 
үсоѕ=и = Icos ul = cos и, pois, u € pa z. 
Assim, 


Í AT 2262 de= Í cos? u du = Í (5 + E cos 2) du = 
2 2 


1 1 1 1 
=— u + —sen 2u + k = —u + — sen u cos u + k. 
y 4 y) a 


77 T 
рех = sena, — < и Яс — , segue и = arc sen хоё 
2 2 


| 9 
COS H = 41 — X^ s logo 


[ 1 1 | 
Í 41-22 ах = — arc sen x + — x 41— x? ТЁ(С-ЇЛ x < 1); 
2 2 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, faremos a seguinte observação: 
supondo fintegrável em [а,Ь] e F” = fem [a, b], pelo 1.º Teorema Fundamental 
do Cálculo 


b 
(А) | лорак = РФ) - F(a) 
а 


Observamos que (A) continua válida se supusermos f integrável em (а, b], Е 
contínua em [a, b] e F' = fem Ja, b[ (verifique). m 


| 


EXEMPLO 3. Calcule 4! — x? dx 


0 


Solução 


arc 


Pelo exemplo anterior, F (x) = 


1 | = 
senx+ — x 41 — XZ é uma primitiva de 


41 — x? em [0, 1 [. Como F é continua em (0, 1] e 
E | 2 integrável neste intervalo, segue da 
^ == | б ^ M valo, ui 
Ро) = y1- x? == : 


observaçào acima que 


1 у = 1 1 р 
| 41- х2 ds [ езе s ү1- x? | == 
0 2 2 o 4 


= 2 


l Ë = 
Observação. — arc ST] X -- — x 1 - x? é uma 
2 2 \ 
primitiva de 4! GE x? em ] HER, 1 К 1 [(verifique). Cuidado, 


j » uus NES 
arcsenxe | l — ye não são deriváveis em le —1. 
| - 


No próximo exemplo, vamos calcular novamente 


| 2 s : P 
N 1 - x^ ах utilizando а fórmula de mudanga de variável 


0 


па integral definida. ш 


1-3 

{ Э 

EXEMPLO 4. Calcule ! u-— — 
|, ү ах. 


Solugáo 


НТ, 
| 41 — x? dx 2? 
0 


sen и: dx = cos и du 


х 
| 


O :и-0 (ѕеп 0- 0) 


> 
! 


Observe que x = g (u) = sen и tem derivada contínua em 


T т 
$ (0) =sn0=00 0 > ші = |, ғ 


teorema de mudanga de variável na integral de Riemann 


т СА 
ly 20 Tq 
Í 41-7 х2 dx= |? 41— sen? и cos и du = Í 2 (cos? u cos и du 
0 0 0 


logo, 


T 


Í 4 m 
ү(1-х2 ах = | 2 | ов и] - cos и du. 
0 0 


Сото [4 E [ 0. = ] „сози >0; аа cosu = сов и. 
2 


Assim, 
l ДЕ m 1 1 
| ү1- х2 dx= [2 cos? udu= [° — + — cos 2u | du 
0 0 0 2 12 
ou seja, 
18 m 
| (1-2 а= Tuti sen 2u |? =], = 
0 2 4 0 


Observe que náo houve necessidade de se retornar á variável х! 


Observação importante. Na mudança da variável na integral definida 


b d 
| f(x) ах = | fig (u)) g'(u) du 
а с 


a mudança x = g (u), u € [c, d] nào precisa ser inversível, o que precisa é g' ser 
contínua, g (c) = a e g (d) = b. 

A ocorréncia de raiz no integrando é algo muito desagradável; se perceber 
uma mudanca de variável que a elimine, nào vacile. 


EXEMPLO 5. Indique, em cada caso, qual a mudanga de variável que elimina a 


raiz do integrando. 


a) [te x dx b) [уа dx 

с) [5-4 ах а) Га ах 

е) Їл — cos x dx f fu —(x—1 dx 
2) | х —х? ах h) Ir + 4х —3 dx 
i) Ir +2x + 2 dx Л fix _ 22 ах 
Solução 


| 2 ‹ 
а) hi Tuam 
Como 1+ tg? 8 = sec? Ө, а mudanca x = tg 0 elimina a raiz do integrando. 


b) hi — 4x? d=? 


J1- 4x2 = 1 - (2x2. 


А mudanga 2х = sen t ou X == — sen ź elimina a raiz do integrando. 


222222 
с) [45 — 4x? dx 2? 


45 == 4x2 — 45 | = ES E. | 
) 45 


{5 
sen [ox аш КА. ай sen f elimina a raizdo 


integrando. 


3 
d) x = a tg u. 


e) ІМ — cos x dx = 


-— 
to 
> 


2 “ 
COS X = COS” 3 — sen 


Entáo, 


PECE dx = |; 1-со2 E + sen? Х dx 
\ 2 2 


= (зэм acr | рид 5 a 


e, portanto, nenhuma mudanga de variável é necessária. 


[7 IET -(х-1) dx=? 


x-l-senuoux-l-senu 


resolve o problema. 
> А „2 ^ 7 
8) [42x х ах = 1 


Primeiro vamos ехргеѕѕаг о radicando como uma soma de quadrados: 


2x - х^=-(х?-2х)=-(х?-2х+1)+1 


ou seja, 


2x-x2-1- (x - 0. 


| 2 ! 2 
J2x-—x^ de= |41-(х-1У dx. 
A mudança x — 1 = sen и resolve o problema. 


n | (-х2 + 4x3 dx=? 


-x2 + 4x -3 = -(x2 — 4x + 3) = (x? - 40+ 4) +1 


ou seja, 


-х2%4х-3-1-(х-2)2 


A mudança de variável x — 2 = sen и resolve o problema. 
5 Го | 2 ? 
i) [xo +2x+2 dx= IET +(х+1)? dx=? 


x+l=tgu 


resolve o problema. 

E ER 
j се del belga) dues 
p |: x^ dx Їл Ё >. ах-? 


resolve o problema. ш 


| 2 
EXEMPLO 6. Calcule ! - 
{1+ x“ dx. 


Solução 


2 т т 
x = tg u; dx = sec” u du (-т< 223 


2 2 


| | 2 2 
|М ах = КЕ и sec” и du = І | sec и | sec” и du. 


: т т 
Isecul = sec u pois, secu>0 (<и) 


assim, 


yl + x? ах = | sec? и du. 


Pelo Exemplo 6 da segáo anterior, 


E u du = — Гвесиіри + Inlsec и + tgul] + k. 


I 
2 


Voltemos à variável x: 


x=tgu 1 +x? = sec? и 


| Э 
como вес и > 0, sec = М 1 + X“ 


Entáo, 


[4+2 ах = Е {1+ x? + In(x+ (142 Jet 


l ; 
EXEMPLO 7. Calcule н 1 + x? dx 
0 X P A. 


=> | = 


Solução 


1, - 
1+ x^ dx=? 
0” 


: 
x=tgu ; dx = sec“ и du 


x=0 ;и= 0 (tg 0 = 0) 


т т 
x=1 u=—|t т-1| 
ЯС 4 


1: E о 
Í {1+ x? a = [4 AT tg? u sec? u du = 
0 0 


т x 
= [3 вес? нан | secutgu + In(sec u + tg o 
0 2 0 
assim, 
ly 5 1 нэн = 
[+ а= = [32 + In (42 + 1)]. а 


EXEMPLO 8. Calcule а área do círculo de гаіо ғ. 


Solucáo 


Temos 


x=rsenu :dx=rcosu du 


0 ;и=0 


= 
II 


т 
x=r ;и = — 
2 


т 
т hes | 
| 4r? — x? dx = rf? \[1— sen? u r cos и du = 
o 0 


z “(1,1 
=r? [22 udu=r? [2 БОГ 
0 0 2 


2 2 
ou seja, 
T 
Y aca 5| 1 1 2 тг? 
= ах = г | — u + — sen 2и = : 
0 2 4 0 4 
Portanto, 
"ra 2 2 
área = 4 | {т^ — x^ dx = Tmr°. ш 
0 


Exercicios 12.4 


1. Calcule. 


p [№ -(x-1? ах 
СӘ ЖЕН сш 
т) Í. ел” 2x > 2 dx 


Есіктегі 


< Calcule a área do conjunto de todos os (x, y) tais que 4x2 + у2 El, 


dx 


x? 1 + х2 


3. Calcule a área do conjunto de todos os (x, y) tais que 


X жа ç = l (a>0eb>0) 
а“ Б^ 
4. Calcule. 
а) |ë (x + DI? ax b) Б ух = 1 dx 


1 2 
9 | — & à | — a 
1+ 4x (1 ух) 


| х+2 х—1 
ë) сын ТЭ aj 


„Рх +1 
g ju. dx NE үх dx 
x^ 
қалын |“ 
42x — x? x^4 2x5 
D IE x arc sen x dx m) IE tg ху ах 
— arc tg e* 
n) І arc tg үх dx 0) І TEC a 
е: 
5. Sejam т е п constantes náo nulas dadas. Verifique que 
ти+п т 
——у du = — In (1 + и 2) + пас tg u + К. 
L+ u“ 2 
6. Com uma conveniente mudança de variável, transforme a integral dada 
mu + n 
numa do tipo = Era ДИ (т е n constantes) e calcule. 
1-Б:37 
x L 2x —1 
a) [22 x b) ¡== 
4-х2 9 + 4x? 
+10 3х—2 
о Y dx d | += 2 ж 
2+2х+2 2+х+1 
2x+1 x=] 
e) |= dx p [2— 
x? Ax +5 9 + x? 


7. 


8. 


9. 


Calcule a área do conjunto de todos (х, y) tais que х2 + 2у2 <3ey >х2, 


Calcule а área do conjunto de todos (x, y) tais que 
É EN ЧЕН... 
! 9 
y1+y* ex ty €&2 


Indique uma mudança de variável que elimine a raiz do integrando. 


а) [9-2 x4 dx 


o [s +9 +9 dx 


€) INE — 4x2 dx 


9 а A 3 dx 


i) |— dx 


iles х= 1 ах т) Пе ах 


п) IE x2 3x 3 dx о) IET + Vx dx 


12.5. INTEGRAIS INDEFINIDAS DO TIPO 


P (x) 


(x —a)ix— В) 4 


PX) 


Para calcular XS = ош >= ах. vamos 
>: E) 


precisar do seguinte teorema. 


Teorema. Sejam a, В, т e n reais dados, com а Z f. Então existem 
constantes А 


mx + п 2 А + В | 
ЦЕ Хэл 8 


х + 
b) mx ш _ А + В эт 
(Ww az) X= (X —2a)- 


Demonstração 


y B__(4+B)x-AB-aB 
х-а x-B (x-a)x-B) | 


Basta entáo mostrar que existem А e В tais que 


А+В=т 


а) 


ВА+аВ =- п. 


Este sistema admite solugáo única dada por 


omn m+n 
=—— е p.-Bmtna 


а-В а-В 


xm + n mx — ma та + п т(х-а) та + n 
b = + = + 


A 


(х-а)? (х-о) (x-ay (x-ay (x-a? 
Tomando-se, então, 4 = m e B = ma + n 


mx + n A B 
—= +—— 
=ar XX (=) 


Observe que em cada fração que ocorre no teorema acima o grau do 
numerador é estritamente menor que o grau do denominador. 


Vejamos, agora, como calcular 


FO) 
(1-4) (x =B) 


em que P (x) é um polinômio. Se o grau de P for estritamente menor que o grau 
do denominador (grau de P < 2) pelo item (a) do teorema 


P (x) БИ. Ë b 
Pe Эс =D 


dx, сопа = В, 


e, assim, 
f — PO  dx-Alix-al* Binix- B| +k. 
(xa) @% —B) 


Se o grau de P for maior ou igual ao do denominador, precisamos antes 
“extrair os inteiros". 


P (x) iD Gs: R (x) 
(ua (=) (--а)(%--В) 


em que O (x) е R (x) são, respectivamente, o quociente e o resto da divisão de Р 
(х) por (x= a) (x — f). 


Observe que o grau de R é estritamente menor que o grau do denominador. 


Náo se esquega: vocé só pode aplicar os resultados do teorema anterior quando o 
grau do numerador for estritamente menor que o do denominador. Se o grau do 
numerador for maior ou igual ao do denominador, primeiro “extraia os inteiros”. 


x+3 


EXEMPLO 1. Calcule а 
5 X. 


x“ —3x + 2 


Solução 


х2-3х%2-(х-1)(х-2). 


O grau do numerador 6 menor que o do denominador. Pelo item (a) do 
teorema, existem constantes А е В tais que 


x+3 A B 
—————— = + 
x^ —3x + 2 x—1 x—2 


Já sabemos que А e B existem; o problema é calculá-los. Para todo x, 
devemos ter 


x+3=A(x-2)+B(x- 1). 
Fazendo x = 1 
4=А(1- 2) оцА = —4. 
Fazendo x = 2 


5-B(2-1)ouB- 5. 


Assim, 
[5 a= | — a| + | — dx =-4Inlx-11+5Inlx-21+k 
x2-3x+2 Х-1 ж--2 
оп seja, 
х+3 
| mA %=-409:-195 In lx — 21+ k. a 
HAZ 
3 
х“ + 2 
EXEMPLO 2. Calcule d X 
UN LOW d 1 Aa 
хер 
Solução 


O grau do numerador é igual ao do denominador. Primeiro precisamos extrair 
os inteiros. 


assim, 


Vamos, agora, determinar А e В tais que 
3x A B 
—— = —— + ——— 
X£5-—33 Чл го 
3x = А (x-2)+ B(x- 1). 


Fazendo х = 1, obtemos А = —3. Fazendo x = 2, obtemos В = 6. Assim, 


Í a| = | — E cdr [ — к= —3InIx - 10 6lnlx — 2L 
32-332 x-1 x-2 
Portanto, 
х^+2 
| HE ёст л-3!х-11+6ш1х-21+Е А 
e 2 2 


Р(Х) 


Рага саісшаг 9935 ах. 6 mais interessante fazer а 


(mas 


mudança de variável u = x — a do que utilizar o item (b) do teorema. 


+2 


EXEMPLO 3. Caleule | --- dx. 


Э 
(x-—1]^ 
Solução 
u=x-1Ox=u+ 1; dx = du 
3+2 3-2 
Í x de= Quit) di 
(=D ис 
3 43u? +3и+3 3 3 
-| tos EEE du = | а [мы 
иг и u^ 
Assim, 
1 8) 
x> + 2 и“ 3 
[ ЖТА ке E 43443 үщ 2+ 
(x — 1)“ 2 u 
ой 
3 iz 
[= t2 dmt D^ aos (e yea edle s в 
(х = 12 2 x-1 
EXEMPLO 4. Calcule — — v. 
COS X 
Solucáo 
1 cos x cos x 
Paja ХЭЭР ЖЭ? 
cos x сов“ x ] — sen“ х 


и = sen x; du = cos x dx. 


Ое 


e, portanto, 


[ | 
COS X 


Por outro lado 


1+ зеп x _ (1+ ѕеп i 


1- sen x 


entáo 


[ 1 
COS X 


Ou seja, 


T d 
di 3 да 1+ sen х "E 
2 ] — sen x 


2 = (sec x + tg х)?. 


cos” X 


dx = In [sec x + tg xl + k. 


| secxdr=n sec x tg x |+ К. a 


Exercícios 12.5 


Calcule. 


12.6. PRIMITIVAS DE FUNÇÕES RACIONAIS COM DENOMINADORES 
DO TIPO (х- a) (x — f) (x — p) 


A demonstração do próximo teorema é deixada para o final da seção. 


Teorema. Sejam a, В, y, m, n, p reais dados com a, р, y distintos entre si. 
Entáo existem constantes А, В, C tais que 


mx? nx p _ А a B ài с 
(xe) x-Bx-y) хэа х-В 55 


mx? +nx+p _ А В C 


(х= (х= В)2 x-a х-В (x- В)? 


Observe que, em сайа fragáo que ocorre no teorema acima, о grau do 
numerador é estritamente menor que o do denominador. 


4 > 
EXEMPLO 1. аа | Fo sha 23571. 


5 dx. 
x? — x? – 2х 


Solução 


O grau do numerador é maior que o do denominador. Primeiro devemos 
“extrair os inteiros”. 


х4 + 0x? + 0х2 + 2х +1 Б. уд 
—х4 + 3422 
x? + 22 +2х +1 
=x? + х2 +2х 


3x2 + 4x +1 


x3-3)-2x-x (x2 — x — 2) = x (x + 1) (x 2). 


2 Е js 
x(x+])(x—2) x х+1 х-2 
3x2 + 4х + 1=4(x+ 1) (x - 2) + Bx(x — 2) + Cr(x + 1). 


1 


Fazendo x = 0, x = —1 e x = 2, obtemos Д = — B=0e 


ЭР 
21 


312 +4x+1 A " B C 


C 


I 


3 


| хі +2x+1 
х%—х?—2х 


А 
2 9 

E ба БИЕ йн 21 
2 2 6 


ou seja, 

хі 2x x 2 
[> 2551 dymf Lit ni E . 

== 2 2 6 

2х1 
EXEMPLO 2. Calcule | — — dx 
3 2 vts 
Es ЛОГО 

Solução 


1é raiz de x? — x2 — x + 1. Então, 


3 2 
x" ede] x—1 
х1 


| 2 
-x + 1? х —1 


—x + 1 
+x—1 
0 


х3-32-х41-(х-1)32-1)-(х-12 (+1). 


2х +1 А В 
—— = + 
х?—х°^°—х+1 х1 x—1 


2x-1-A(-12* B (x+ 1) (x — 1) + C(x + D. 


3 


Fazendo x = 1,3 = 2C ou = — 


2 


l 


Fazmdox--1,-1-44ou A = ——. 


Fazendo X 


Assim, 


С 


2 
j ZRI а«--1| Г ace | — 
x 44 x«l 4 х-1 


3-32- x41 


ou seja, 


(х-1)” 


2x 3 
J l жекен A = E 
x — x2— x+1 4 4 2(x=1) 


Antes de provar o teorema enunciado no início da seção, vamos mostrar que 
se m, n, ре a são reais dados, então existem reais m], n] e p] tais que 


mx2 + nx + p= т] (х= а)2 + пр (x — a) + pj. 


De fato, fazendo x = (x — a) +a vem 
2 2 
mx tnx*tp-m[(x—a)ta] *tn[(x—-o)ta]*tp 


= т (x — а) + Сот + n) (x — а) + ma” + na + p 
m¡ (x= ay +n (x-a) + py 


em que m, = т, n| = 2am + ne pj = та] + па + p. 


A seguir, faremos a demonstração do teorema mencionado acima. 
1) Pelo que vimos na segáo anterior, existem constantes 41 e Bj tais que 
| Е 1 21 
(x—e)x—B)x—y) (-0)0-8В) ху 


(х—а@)(®—у) C-B) E- 


Segue que existem constantes 42, B2, 43, B3 tais que 


А E B =b | BB, 4 , B 
=H (0-0-0) x—-« х-ү х-В х-Ү 


Assim, 


— E 
(x—a)(x—B)(x—y) х-а x-B х-у 


em que 44 = 42, B4 = Аз e Сд = Вэ + Вз. Temos, agora, 


mx? + nx + p е7 т (x-a) +n (х= а) + pj 


(x-a)x-B(x-y (х-а) (х В) (ху) 


т (x — a) т 


= £ p 
(х-В/ж-у) (x—Byx-») 


(x-a)x-B)x—-y) 


Segue que existem constantes А, B, C (por qué?) tais que 


mx? + nx + p A B C 
— ——=—+—P-+—T 
(x—e)x-—B)x-—-y) xa x=B ж=у 
” 1 _ ! 21 
(x-e)x-By (х-а)(х-В) х-В 
-| A gi B | Ls А + В 
xa х-В|х-8 (х-а)(х-В) (х-8) 


Assim, existem constantes 42, Вэ, Со tais que 
1 A» В; Сэ 
TEES IRA т с Л =-— + — + O FR 
E=aE=B x-a х-В О-В 
Deixamos a seu cargo terminar a demonstração deste item. 


Exercicios 12.6 


1. Calcule. 


xl 
ь | == dx 
es таны, 


d) | o 
DA DA 


^ aua ca 


2. a) Determine 4, B, C, D tais que 


х-3 А В C D 
7 z; 7 + > + + 5 
G= 2 (x +2 = =D x2 (x4 2)* 
b) ка 
Calcule — MÀ y e dx. 
2 £c vu 
(== (ж-Ғ2) 
3. Саісше. 
2 
а) їг dx b) | — dx 
(x Саз х? (x +2) 
xcu 3 
c) | —— — dx d) І ---- dx 
x? (x +1)? (x? —1) (12 — 4) 


12.7. PRIMITIVAS DE FUNCÓES RACIONAIS CUJOS 
DENOMINADORES APRESENTAM FATORES IRREDUTÍVEIS DO 
2.” GRAU 


Vamos mostrar, através de exemplos, como calcular 


P CX) 
ax2 +bx + c 


quando A= b2 — 4ac < 0. 


EXEMPLO 1. Caleule | —— dx. 


Solução 


Primeiro vamos escrever o denominador como soma de quadrados: 


х2 +2х+2=(х?+2х+1)+1=(х+1)2+1. 


Assim, 


2x +1 2x +1 
——— d= | GS dx. 
x“ + 2x + 2 | + (x + 1)“ 


Façamos, agora, a mudança de variável 


u= x+ 1, аи = dx. 


2х+ 2(и-1)+ 2 Е 
І 5 шаа ах-| fu D Ldu- | Lydus | т ай- 
ХЕЕЕ, 1+ и 1+ ué 1+ и 


= 1а (1 +12) — arc tgu + k 


ou seja, 


2x *1 2 
| — den + 2x + 2) — are tg (t + 1) + k . 


x2+2x+2 
5 
х^+2х+3 


ЕХЕМРІЮ 2. Саісше 1 ^ 
9 ( Ды 
SA LS 
Solução 


Como o grau do numerador é igual ao do denominador, primeiro vamos 


extrair ов inteiros. 


р, 
2 Э ү 9 
х +2х+ 3 x? + 4х + 13 
тэдэ 7. ай К. 1 
=2х= 10 
2-2 2 
[ ze 2553 de= | 1- _ a. de 
x“ + 4x + 13 xº + 4x+13 
[ x? +2x +3 иж =|. 2x + 10 
ps x? 4x * 13 


De x2 + 4x + 13 = x2 + 4x + 4+ 9 = (x + 2 + 32, segue 
| 2x*10 | -| 2х +10 
x? + Ах +13 (x + 2)2 + 32 
Fazendo x + 2 = 3u, dx = 3du, 


2x + 2(3u— 2) + + 
| : х+10 а= | Qu ) 0 зас-2| х ls 
x^ t Ax +13 Qut +9 45:11 


ou seja, 


| 2x +10 


= dx = In (1 +12) +2arctgu + К. 
x^ + 4x +13 


Assim, 


2 


12423 +3 x? + Ax * 13 
[Ze y ln STAT — 2 004 | 
x* t Ax t 13 9 


x2 


Jer. Li 
Vejamos, agora, como calcular integrais indefinidas do tipo 

P (x) 
—— m 
(хш) (ах + bx 4-6) 


em que P é um polinómio А- 52 — 4ac « 0. 
Para tal, vamos precisar do 


Teorema. Sejam m, n, p, a, b, c e a nümeros reais dados tais que А- b2 - 
4ac < 0. Entáo existem constantes А, В, D tais que 


mx? + nx + p _ A " Bx+D 
(х= а) (ах2 + bx -*c) x-a ах?+Ьх+с 


Demonstração 
A | Bx+D _ (aA* B) х? + (bA — aB- D) x+ (cA— aD) 
x-a ах? + bx+c (x — a) (ax + bx + c) 


Basta, entáo, mostrar que existem А, B, D tais que 


аА+ B =m 
РА -аВ+ Рр = п 
cA — aD p. 


O determinante do sistema é 


b —a 1 |-aa? * ba *cz O0, 
с 0 — 


ах? + bx + c nào admite raiz real. O sistema acima admite, entào, uma única 
solugáo. ш 


5 
ш! M T X F l 


ах. 
x —8 


Solução 


O grau do numerador é maior que o do denominador; vamos então extrair os 
inteiros: 


x? +0x4+0x)+0x2+x+1 х3—8 
—x5 + 8x2 х2 
8х2+х+1 


Pelo teorema existem А, В, Ctais que 


8x2 + x+] "P oy Bx + С 
хз – 8 х-2 х2 +2х+4 
82+ 0+1=4 (02+ 2x + 4) + (Bx + С) (x - 2). 
35 
m 
16 
^m 
61 
12 


Fazendo x = 2, 35 = 124 ou À — 


Fazendo x = 0, 1 =44-2Cou (` = 


Fazendo x = 1,10=74-B-Cou Э — 


Assim, 
61 16 
2 —x+— 
PEPE 35 
[E з E Lis | : ах+ | 12 3 dx 
2-8 127 х-2 х= +2x+4 
35 x + 64 
= шх-2+- [Ie Ix: 
12 127 1442044 


Precisamos, agora, calcular 


| 61x + 64 
x2+2x+4 


Temos 


61x t 64 61x t 64 61 (u — 1) 64 
PAZ d | A de= LEA du 
х^+2х+4 (х+1)2 +3 u“ +3 
и 1 
=61 Í t du* 3 | — du 
u^ 3 u^ +3 
61 u 
=> In (u? + 3) + arc tg —— 
2 N3 43 
61 3 x+1 
=— In (x? + 2x + 4) + — arc tg 
2 13 43 
Conclusáo 
5 к 
ЇЕ E ун 
Х”-8 
mirar tarta o еш RA ас 
12 24 12 43 
п 


Exercicios 12.7 


Calcule. 


x+2 
x* 2x? + 5х 


ы 


24 17x+13 
1. Í dx 


(x — D (x2 + 6x +10) 


—— — —— dx 
x^ + 6х +8 


+ 6х +12 


Ё 
MJ d 4| 4х +1 
| 


5 
ау ан қалау 
A 3х5 +5х+4 d 


12.8. INTEGRAIS DE PRODUTOS DE SENO E COSSENO 


Nesta segáo seráo utilizadas as fórmulas a seguir, cuja verificagáo deixamos 


а seu cargo. 


sen а сов b = sen(a + b) + sen(a — b) 


соз a cos b cos(a * b) * cos(a — b) 


sena sen b = cos(a — b) — cos(a + b) 


EXEMPLO 1. Calcule | sen 3x cos 2xdx. 


Solução 


Pela primeira fórmula acima (a = 3x e b = 2x), 


1 1 
sen 3x cos 2х = > [sen 3x+2x)+sen(3x— 2x)] = ту Gen 5х + sen x). 


Daí 


[sen 3x cos 2хах = ft sen 5x + sen x)dx = a 5x Ee x+k. п 
2 10 2 
Э 
EXEMPLO 2. Calcule | COS“ ХОХ. 


Solução 


cos? x = cos x cos x. Pela segunda fórmula acima (а= x e b = x), 


1 
52 x= cosx + x)+cos(x — 2] = (cos.2% сов 0) = 


Daí. 


[< к= || : cos 2x + ! |a= : sen 2x + р К. и 
2 2, 4 2 


EXEMPLO 3. Calcule | sen 3x sen 5x dx. 


Solução 


sen Зх sen 5x = cost 3x — 5x) — cos(3x + 5х)] = [cos 2х)- cos 8x]. 


Como cos(-2x) = cos 2x, pois o cosseno é função par, resulta 


fo 3x sen 5x dx= : ficos 2x — cos 8x]dx “2а - si +k. ы 


EXEMPLO 4. Calcule | SE п? хах. 


Solução 
De 
1 l cos2x 
sen x sen x = —[cos(x — x) — cos(x + x)] 2 —— ——— 
2 2 2 
segue 
3 senx  senxcos2x  senx _ sen 3x + sen(—x) 
sen? x= ES = = 


2 2 2 4 


Como o seno é função impar, sen(—x) = —sen x, e, portanto, 


3 3senx  sen3x 
Sen" x 2————— — —. 


4 4 


Logo, 
[sen dx = A Senar yeo Зх tk. ГЫ 
4 12 
m 
EXEMPLO 5. Calcule COS nx COS тхах. соз nx cos 
-Л 


mxdx, вепдо т е п naturais náo nulos. 
Solução 


1 
COS nx COS MX = > [eos( п + т)х + cos(n — m)x]. 


1.º CASO: n = т 


ы 1 q£ 1 | sen 2nx T 
Í соз nx cos mxdx = — Í [cos 2nx + Пах = — +x 
E 24-л 2 ps 


2n 


2.º CASO:n zm 


л 
л l|sen(n+m)x , sen(n — m)x 
Í соз nx cos mxdx = 5 | + = 0. 
^ m 


-n n+m п-т 
Conclusáo: 
* л ѕеп= т 
соѕ пх соѕ тхах = 5 H 
-л 0 зеп#т 


Exercicios 12.8 


Calcule. 


а) | sen 7х cos 2xdx b) | sen 3x sen 5хах 


с) feos 2x cos xdx d) Ге» х зеп 2хах 


е) | sen nx cos mxdx, sendo т e n naturais não nulos. 


р | sen x sen 2x sen 3xdx g) | cos X cos 2x cos 3xdx 
^ 


Саісше | беп HX COS mxdx. sendo m e n naturais náo 
=E 


nulos. 


л 
Саїсше І sen пх sen mxdx. sendo m e n naturais náo 
=F 


nulos. 


12.9. INTEGRAIS DE POTÊNCIAS DE SENO E COSSENO. FÓRMULAS 
DE RECORRÊNCIA 


Inicialmente, vamos recordar as fórmulas 


2 | cos2x А 1 , cos2x 
беп“ х= — — ——— e cos^ y= —+ ———. 
2 2 2 2 


г. М 2 2 
Sen for ímpar, faça и = cos хе sen“ x 21— cos“ x 
š 2 1 cos2x 
Sen for par, faça sen? x= 2 


ЕШ хах-? 


[se n for ímpar, faça и = sen x e cos? x = 1— sen? x 


[е хах-? I 2 1, cos2x 
| Se n for par, faça cos? x= 2 


2 


EXEMPLO 1. Calcule | cos? xdx. 


Solucáo 


3 E 9 
сов” xdx= |cos* x cos xdx. 
— 
аи 


Fazendo и = sen x е, portanto, ди = cos xdx, resulta 


3 
[соя хах = Г — sen? х)соѕ хах = Г = и2)4и-и x К. 


Logo, 


3 
sen? x 
[е хах = ѕеп MEE TE tk. . 


EXEMPLO 2. Calcule J sen 3 3x dx. 


Solução 


[sem 3x dx = | sen? 3x sen 3xdx. 


A mudança de variável и = cos 3x implica du = —3 sen 3xdx. Temos, então, 


=1 -1 43 —cos3x | cos? 3x 
[sen хжа---|і-а2)ш- 3 \- E |+ = + = +k. 


EXEMPLO 3. Calcule | se n4 xdx. 


Ге хах- | (sen? Ж dx= Í 


_ 


De ““сов2 2х = = + A] resulta 


- - 


3 cos 4x Эх 4% 
IE xdx -1(- 2 соѕ2х+ 90% ах Іш ad | X | n 2x + 521 с: +k 
4412 2 2 

Portanto, 
3x  sen2x | sen4x 

[sent xdr = —— +— +k. п 
8 4 32 

Рага о саїсшо das integrais 


sen" хах e | cos" xdx, com n > 5, 


recomendamos utilizar as fórmulas de recorréncia que seráo estabelecidas no 
próximo exem plo. 


EXEMPLO 4. Seja n um número natural, com 7 > 2. Mostre que 
n-i -9 
[sen n5 xx. 


1 
a) | sen" xdx=— —sen"7! x cos x + 
n n 


: feos" xdx. 


1 эн 
b) | cos" хах ----со8771 x sen x + 
n n 


Solução 


a) Vamos integrar por partes. 


IE хах = Í sen"-! ysen хах = — sen"-! x cos x — fa — I)sen?-2 x cos x(—cos x)dx 
———— 
daí T g 


= -2 2 
Ге хах ==sen""! x cos x + (n — р sen” = x(1— sen“ x) dx 


ou seja, 


(ЕШ xdx==sen""! x cos x +(n— 1) [sew Xdx—(n— ШЕШ хах. 
Passando рага о primeiro membro o último termo е somando, obtemos 

25 em, ) 
n IE хах = —sen"^! x cos x (n — 1) [se ^ хах 


e, portanto, 


n—1 


1 
ЕШ хах = ——sen'-! x cos x + 
n n 


b) Deixamos a cargo do leitor. ш 


Js? xdx. 


EXEMPLO 5. Calcule cos? xdx. 


Solução 


Pela fórmula de recorrência, temos 


4 
cost x sen x + 3 Ба хах, 


e 


2 
b] de 
05= x sen x + A feos хах. 


cmo | COS xdx = sen x,» 


4 


1 4 8 
Jo? хах = — cos” x sen x + 15 cos? xsen x + 15 sen x + К. в 


Vejamos, agora, como calcular integrais de produtos de poténcias de seno е 


cosseno. Sejam т е п números naturais. 


sen" x cos” хах =? 


Se n for impar, faga и = cos x. 
Se m for ímpar, faça и = sen x. 


2 2 


Se т e n forem pares não nulos, faça sen“ x = 1 — cos“ x 


ou cos? x = 1 — sen? x e utilize as fórmulas de recorrência acima. 


Ou entáo, 
сов 2х > 1 


? ) 
sen" x= —— OS r= qS 
2 2 


l 
2 


„ә 


EXEMPLO 6. Calcule se n 


Solucáo 


Inicialmente, vamos fazer a mudanga de variável z — 3x e, portanto, 


- 


1 
[sen 3x cc xdx == | sen? z cos? zdz. 
Vamos, entào, ao cálculo de 3, 3; 7/17 
u sen” Z cos Como 


ambos os expoentes sào ímpares, podemos escolher a mudança de variável и = 


cos z ou и = sen z. Vamos escolher a segunda. 


2-3 
беп” 2С os? ¿COS Zaz 
е 25 
аи 
Escolhendo и = sen z, du = cos 242. Lembrando que cos? 2-1- sen? 2, vem 
4 6 4: 6- 
и и _ sen _ sen 2 
[sen zcos? а= [аза и) = = . 
4 6 4 6 
Portanto, 
1| зеп? Зх senf 3x 
Ге 3x cos? 3 хах = - +k. и 
3 4 ө 


” ” 
EXEMPLO 7. Calcule | gen4 X COS“ xdx. 


Solução 


1.º PROCESSO 


2 
sen? x cos? шк = || AE | 1 NS E as 
2 2 2 2 


daí 


1 1 84: 
| хад хо os хас-- [a со? з= || -25 “үх 


2 2 


e, portanto, 


А » líx sen4x 
fsen? x cos“ хах---|------|-ҒК. 
4\2 8 
2.° PROCESSO 


Lembrando que sen 2х 2 sen x cos x e, portanto, 


sen X cos X = 


Ге хсов2 хах- L | sen? 2xdx = Г If li. 200545 Jár= ! | x. желек |+ k. 
4 4312 2 412 8 

3. PROCESSO 

Fazendo sen? x=1- cos? x, vem 


2 2 2 , 
| хад хсов“ хах = feos? xdx — | соо! хах. 


Pela fórmula de recorréncia, 


cosxsenx , 1 sen2x , x 
je? хах- + fa = + 


2) 


3 
cos” xsenx , 3sen2x , 3x 
3 + + 


3 
Ге xdx= Log хзеп х +— feos? xdx= 
4 4 4 16 8 


Subtraindo membro a membro as duas últimas igualdades, resulta 


3 
sen2x соз” xsenx х 
Г xcos? xdx= +>+k. п 


16 4 8 


2 
EXEMPLO 8. Calcule | cCOS^ 7 x sen хах. 


Solução 
Aqui a melhor alternativa é proceder como na seção anterior. Temos 
2 1 1 1 
Ге 7х зеп xdx = = fa + cos 14x)sen хах = A [еп хах + РУ Í Sen xcos 14xdx. 


De sen * соз 


14x = Lisen 15x + sen(—13x)]= Заан 15x — sen 13x), 
2 2 


segue 
—cosx  cosl5x сов13х 
feos? 7x sen xdx = — = + +k. " 
2 60 52 
Exercicios 12.9 
1. Саісше. 
2 2 
а) fe? 5хах Ь) [sen x cos“ xdx 
c . 4 e 9x РЕ 
c) | cos x sen? хах а) | sen 2x сов“ 2xdx 
e) IE x cos? xdx p feos? 2x sen? 2xdx 
SE HA А Q + š 
9) | sen* 2x сов“ 3xdx А) | cos x cos“ 4xdx 


2. Seja f(x) uma função contínua. 


a) Mostre que a mudanga de variável u= sen x transforma a integral 


І f (sen х)сов хах em | f(u)du. 


b) Mostre que a mudanga de variável и = cos x transforma 


[ricos x) sen хах em -| fap)du. 


3. Utilizando о Exercício 2, calcule. 


а) fos х sen x dx b) feos? | 1+ NEST x Jax 
sen x sen? 
c) | 5 ах d) | 
cos? x COS X 
cos? x cos x 
o [2 P -= dx 
sen? 1+ sen^ x 


12.10. INTEGRAIS DE POTÉNCIAS DE TANGENTE E SECANTE. 
FÓRMULAS DE RECORRÉNCIA 


Inicialmente vamos relembrar as seguintes fórmulas: 


1. [ес xdx=In|secx+tg х|К 

2. fts хах = — Infcos x|+ К 

3. | sec?xax=tg x+k 

4. | дхах-- | (sec? x—l)dx=tgx—x+k 


5 ("+1 
s. fig" xsec2xdx=-2 + k(n +—1) 
п+ 1 ; 
е n+ 
6. | sec" xsecxtg xdx= e k(n «—1) 
ntl 


Para o cálculo de integrais de poténcias de tangente e de secante, com 
expoente natural n, n > 2, utilizam-se as seguintes fórmulas de recorrência: 


п-1, 


t 
1: ІШ хах = 18 
п-1 


-2 
sec" ^ xtgx л-2 


= І 151—2 хах (Exemplo 3) 


2. IE хах = [se xdx (Exemplo 7) 


п-1 п-1 


EXEMPLO 1. Calcule [ ( өз хах ї 


Solução 
1.º PROCESSO 


Ге хах- Ге x(sec? x—1)dx= Ге x sec? xdx — Ге хах 


portanto, 


p, 
Ig" X 
ILS хах = Xn + In|cos x| + К. 


2.° PROCESSO 
sen? x sen x 
ILS xdx — pu dx. 
cos” x 


Fazendo и = cos x e, portanto, du = —sen xdx, vem 


2 
Ге xi - | a =- [fu = |du= 2 ши К. 
и“ и 2u* 


Portanto, 


2 
sec” x 
tg? хах = —— — + In|cos x|+ К. 
2 to? 
sec X difere de Е Х 


2 2 


- 


(Observe que por uma constante!) ш 


EXEMPLO 2. Calcule tg? xdx. 

Solução 

Ге хах- Ге x(sec? х—1)4х= Í tg? xsec? xdx — је хах. 
Segue do formulário acima 


tg" x 
£ — (tgx х) t К. = 


3 
3 


Ге хах- 


No próximo exemplo, estabeleceremos а fórmula de recorréncia para о 
cálculo de integrais de poténcias de tangente. 


EXEMPLO 3. Sendo л um número natural, л > 2, mostre que 


t n—1 x 
te” хах = a tg" ^ xdx. 
п— 1 
Solução 


Ге хах- Ге x(sec? x—1)dx= Í tgn—2 xsec? хіх — Ге хах. 


Рогїапїо, 


ел-іу 
Ге хах = AD - fer? хах. a 
п- 


EXEMPLO 4. Calcule | ft g 5 xdx. 


Solucáo 


Pela fórmula de recorréncia, 


4 4 2 
5)... DUET fig a = EL ET | "ER 
Гв хах ша tg” хах PUED + | tg хах. 


Portanto, 


Ao. Gu. 
tg" tg“ 
Ге хах авын IE nos x|+ k. = 


EXEMPLO 5. Calcule | SEC 5 т tg 3 xdx. 


Solução 


1.º PROCESSO 
Vamos utilizar a fórmula 6 do formulário dado no início da seção. Temos 


ES x tg? хах = [sect x(sec? x — 1)sec x tg xdx. 


Daí. 


4 


ES Ж tg? хах = [sec x sec x tg xdx — ES xsec x tg хах 


e, portanto, pela fórmula mencionada, resulta 


7 e 5 y 
Sec' x sec” x 
[E xtg? цац хийн ii 


2.” PROCESSO (Expressando o integrando em termos de sen x е cos x.) 


: 
sen^ x 

| sec? x tg? хах = [Er sen xdx. 
cos? X 


Fazendo и = cos x e, portanto, du =—зеп xdx, resulta 


IE xtg? х=] Ы” 


e, portanto, 


na 
ит 5и5 


Е ns = set du Ге“ du= 


sec? Ж... secó x 


7 5 


[sec xtg? xdx= 


EXEMPLO 6. Calcule | Sec X t g? xdx. 


Solução 
[5 xtg? x dx = Ге x (sec? x—1)dx= [se xdx — sec xdx. 


3 


Para o cálculo de sec = хах, vamos utilizar integragáo por partes. 


Temos 


[< хах = [sec xsec? хах = sec x tg x — [sec xtg x tg хах. 
=== 
g 


Segue que 


IE хах = sec x tg x— [хс x(sec? x—1)dx=sec x tg x — Í sec? хах + [е хах. 


Temos, então, 


2 | sec? хах = sec x tg x + [sec xdx 


e, portanto, 
sec xtg x | In|sec x t tg x 
sec? xdx=—— + In|sec х +в] 
2 2 
Conclusáo: 


secxtgx — In|sec x+ tg x| 
2 


[sec x tg? хах + К. = 


No próximo exemplo será estabelecida a fórmula de recorrência para o 
cálculo de integrais de potências de secantes. 


EXEMPLO 7. Sendo л um número natural, л > 2, mostre que 


seco“ хех 2 

[s с” үр 220 +12 fs ес”—2 хах. 
ии n= 

Solução 


3 


Vamos proceder exatamente como no cálculo da integral de sec” x efetuado 


no Exemplo 6. Temos 


Ге“ хах = е" x sec? хах--яес"-2 х tg x -fo -2)вес"-3 x sec xtg x tg xdx 
————— 
f g 


daí 


fee! хах = sec"? x tg x — (n— 2| sec"? x(sec? x —1)dx 
е, portanto, 

IE хах = sec"? x tg x (п -2)fse" хах + (n— 2) ес"? хах. 
Segue que 

(n—1 ТЕЗ хах = sec"7? x tg x+ (n— 2) sect? хах. 
Logo, 


sec”? x tg x 1-2 


=pl 
IE хах = IE e xd: п 


n-l п-1 


Para finalizar а segáo, sugerimos а seguir como proceder no cálculo de 
produto de poténcias de tangente e secante. 


sec" x tg" хах =? 


Se m for impar, proceda como no Exemplo 5. 

Se m for par, expresse o integrando em poténcias de sec x, como no 
Exemplo 6, e utilize a fórmula de recorréncia para o cálculo de integrais de 
poténcias de sec x. 


Exercicios 12.10 


1. Calcule. 


а) fu x sec? хах b) fe x sec? xdx 


c) ILS 2x sec 2xdx d) je 3xdx 
e) Гв x sec x dx dx 
) | sect ха сїр 3xdx 
2) | sec? хах x tg 3xdx 
i) [< хах Л [se xdx 
2. Verifique que 

a) [сов хах = Infsen x) + k b) Г хах = —1п|созес x + cot g л] 
с) IE хах ——cotg x + k Ф Гое хах = —cotg x — x + k 

"S 
e) jew x cosec? хх == SS *tknz-l 

n 

ntl. 
р 2 совес x cotg xdx — — E M *tknz-l 
n+ 


cosec rcotgx n-2 
8) [enses =- TOME Е CLAN i s xdx,nz2 
п- n— 
nl, 
cotg J 


x 
h) ЕСЕ -- = [eo7? хах, п > 2 


п-1 
3. Саісше. 


1 
а) [2e 
sen” x 


cos? x 
b) [Ea 


sen? X 


12.11. AMUDANCADE VARIÁVEL 


А mudanga de variável и - tg —— é recomendável sempre que о 


Э 
< 
integrando for da forma О (sen x, cos x), em que Q (u, v) é um quociente entre 
dois polinómios nas variáveis и e v. Se o integrando for da forma O (sen ax, cos 
ох), a constante, sugere-se a mudança |) == (с —. 
с 
- 
Antes de passarmos aos exemplos, vamos relembrar duas identidades 
trigonométricas importantes. 


sen — 
X X А ? Ж. 
sen х = 2 sen — cos — = 2 = сов“ —. 
2 2 Х 2 
COS — 
2 
Assim, 
Por outro lado, 
3 X 9 X ә X 5 X 1-18 
cos x = 1 — 2 sen“ 5 = cos E see? 27 2 tg” 31-32 
2 = 2 = 1+ tg? > 


ou seja, 


Observe que 


р ты 9 7— 
cos X l=y* Тц 


тк ИЕ. 


N 


+u? | 
1 Р 1+и 2 du = 


> du. 
и“ 


| — u? 1-1 1+н 


resulta 


| 


1 
cos x 


dx=—Inll—ul+Inl1+ul+k= In 


Assim, 


1348 


Х 


| — а= 


COS X 1-- tg ын 
2 
Por outro lado, 
* x x x 
хү 

144 2) 2082 вед ЕЕ «| 1+ ѕеп x 
1-18  cosl-senl со52 2 — sen2 Z POPA 

2 2 2 2 2 


Portanto, 


I+u 


+ К. 


—и 


Fek: 


sec x + tg x. 


| l dx = Inl sec x + tg xl + k. u 
cos x 


EXEMPLO | 2. Calcule 
| ——— & 
1-- cos x + sen x 
Solução 
[m E E C 
1- cos x + sen x 1:-4482.2 24g 
ja ан Ри 
2.3 pre 
1+ tg? > 
=Í LX — dx. 
219? 3.219 2. 
2 tg ; 79 


du. 


j 1 &=-[ 1+ 2 . 2du -| 1 
I-cosx+senx 2J 2 +u 1412 и(и+ 1) 


Сото 


1 1 1 


и(и+1) и иж! 


resulta 


|—— In 5 +k 


1 — cos x + sen x ul 
ou seja, 
t X 
1 Е> 
A dx = In SERRO + k. 
cos X sen X 1-8 tg py 
Como 
x X х х 
tg — sen — sen — cos — 
2 = 2 = 2 2 
14 tg ^ cos 2 + ѕеп -* cos? № + sen Z cos 2 
2 2 2 2 2 2 
1 
— sen x | 
= 2 2 sen x 
¿EN caedi ҮН 1+ cos x t sen x 
Z 2 2 
resulta 
sen x 


+k. т 


1 
Í ах = 
1- cos x + sen x 1+ cos x t sen x 


Exercícios 12.11 


Calcule. 


щл 


| 


43 cos x — sen x 


N 


sen x + cos x 


+3 cos x 


+ sen x 


ы ах 


28а ах 


N 


1 
dx 


N 


13 


MAIS ALGUMAS APLICAÇÕES DA INTEGRAL. COORDENADAS POLARES 


13.1. VOLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA КОТАСАО, EM TORNO DO 
EIXO x, DE UM CONJUNTO A 


Seja f continua em (а, b], com f(x) > 0 em (а, b]; seja B o conjunto obtido 
pela rotacáo, em torno do eixo x, do conjunto А do plano limitado pelas retas x = 
a ex = b, pelo eixo x e pelo gráfico de y = f(x). Estamos interessados em definir 
o volume V de B. 


Seja Р:а = x0 < x1 < x2 <... < xj 1 € xj <... < xy = b uma partição de (а, b] 


e, respectivamente, C; е с; pontos de mínimo e de máximo de fem [x; — 
"Ë 1 


js xj]. Na figura da página anterior, 

^. == . re = „ Temos: 

= дүе Ci = Xë 

т Л C; Эл Ах „= volume do cilindro de altura Ax; e base de raio 
1 


f с; ) cilindro de “dentro”) 


| f „> - А ^ A 
T ( М 3 )] j X i volume do cilindro de altura Ax; e base de raio 


К C; (cilindro de “fora”). 


Uma boa definição para o volume de V deverá implicar 


n 


n 


2, л [/(с;)]? Ах; = volume = > ті ср. Ах; 


i=1 i=] 


= 


para toda partição P de (а, b]. Para máx Ах; — 0, as somas de Riemann que 


b 


comparecem nas desigualdades tendem a л| К хр ах: 
Р А 
а 


nada mais natural, entáo, do que definir o volume V de B por 


ou 


b 


V=x | y? dx em que y= f(x) 
a 


EXEMPLO 1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno do eixo 


x, do conjunto de todos os pares (x, y) tais que х2 + y? <2,у >0(r> 0). 


Solução 


х2 + y? <2,у > 0, ё um semicírculo de raio ғ. Pela rotação deste semicírculo 
em torno do eixo x, obtemos uma esfera de raio r. Temos: 


РР 8р. [3 UE 
x ужг,ужл0 e y-4r—x",—r&xsr. 


Segue que o volume pedido é 


é 
volume = 4] 


-ғ 


y dx = x | 
0 


EXEMPLO 2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno do eixo 


x, do conjunto de todos os pares (x, y) tais que — = ү = x 1<х 2. 
“ta 


X 


Solução 


1 2 X 


O que queremos é o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno do eixo x, do 
conjunto hachurado. O volume Y pedido é igual a V5 — Vj em que V» e Ур são, 
respectivamente, os volumes obtidos pela rotagáo, em torno do eixo x, dos 
conjuntos 42 e 4| hachurados. 


о volume y pedido ё 


2 2 6 


O próximo exemplo é um caso particular do teorema de Papus (Papus de 
Alexandria, IV século d.C.) para volume de sólido obtido pela rotação, em torno 
de um eixo, de uma figura plana que nào intercepta o eixo. Tal teorema nos diz 
que, sob determinadas condições, o volume do sólido obtido pela rotação, em 
torno de um eixo, de uma figura plana que não intercepta tal eixo é igual ao 
produto da área da figura pelo comprimento da circunferéncia gerada, na 
rotacáo, pelo baricentro (ou centro de massa) da figura. (Veja Exercício 3, 
Secáo 13.9.) 


EXEMPLO 3. Considere um retângulo situado no semiplano y 7 0 e com um lado 
paralelo ao eixo x. Seja P a intersecáo das diagonais. Mostre que o volume do 
sólido obtido pela rotagáo em torno do eixo x é igual ao produto da área do 
retângulo pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação, pelo ponto P. 


Solução 


Consideremos o retângulo 


a<x<b e 0<с<у<а 


O volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, deste retângulo é 


b b 
У-л І Жа "| аж, 
а а 


ou seja, 


V- x (d - c2)(b а) 


e, portanto, 


үзэл 2T * (q— cb a) 


d+ c 
р) 


- 
ponto P e (d — c)(b — a) é a área do retángulo. (Observe que o resultado expresso 
neste exemplo continua válido se as expressóes “semiplano y 7 0" e “em torno do 
eixo x" forem substituídas, respectivamente, por *semiplano x > 0" e “em torno 
do eixo y”.) m 


é o comprimento da circunferência gerada pelo 


em que Эл 


Antes de prosseguirmos, vamos destacar o 2.” Teorema Fundamental do 
Cálculo (ou simplesmente Teorema Fundamental do Cálculo) cuja prova é 
deixada para o Vol. 2. Seja g uma fungáo contínua em um intervalo / e a um 


ponto de 1, a fixo. Assim, para cada x em 1, Ї о( x )dx existe. 
4 v 


m entáo considerar a fungáo que а cada x em / associa o número 


Ї gl Ж dx. Pois bem, o 2.º Teorema Fundamental do Cálculo nos diz 


“| 2( Ж )dx é uma primitiva de g(x) em /. Vejamos como 


харын nos convencer desse fato. Conforme veremos no Vol. 2, sendo g 
contínua em /, existirá С tal que, para todo x em /, G'(x) = g(x). Pelo 1.º 
Teorema Fundamental do Cálculo, 


el X )dx = G( Ж ) — G( а J). daí, e lembrando que 


a 


G(a) é constante, resulta, para todo x em /, 


X 
ex] «ood = 104 х)- С(а)| = g(x) 
X Ja dx 


e, portanto, 


Agora, podemos prosseguir. 
Seja f(x) >0 e contínua em (а, b]; para cada x em Та, b], 


Va)=x І Ч гоор dx 
а 


é o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno do сїхо х, do conjunto 
hachurado. 


0 a x x+dx x 


Sendo f contínua em (а, b], z [f cor? também será contínua neste intervalo. Daí, 
pelo 2.º Teorema Fundamental do Cálculo, 


1V d px 2 
577 E Em ALÍ хур dx = z[f(x)]. 


Assim, dV = z [f (x)]? dx, ou seja z [f(x)]2 dx nada mais é do que a diferencial 


do volume V(x). Observe que a diferencial dV = alf (OI dx é o volume do 
cilindro gerado, na rotação em torno do eixo x, pelo retângulo de base dx e altura 
f (x); dV é um valor aproximado para a variação AV em V correspondente à 
variação dx em x. Então, o volume do sólido de revolução, em torno do eixo х, do 
conjunto (х, y)a < x € b, 0 < y € f (x); é obtido calculandose a integral da 
diferencial do volume para x variando de a a b. 


Exercícios 13.1 


1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno do eixo x, do 
conjunto de todos os pares (x, y) tais que 


а)1<х<3е0<у<х. 


d) 2х2 + 92 <1еу>0. 


ё)у>о,1<х<2ех2-у2>1. 


”0О<=х=1ех «yx3. 


8) х2 <y <x. 
1) о<у<хех2 + у? <2. 
9 ухх2ех2+у2 <2. 


D ах + у2 <4еу>0. 


d] 
—< y<lel<x<? 2. 


X 


m2, (у= 22 <1. 


2. (Teorema de Papus para а elipse.) Considere o conjunto А de todos os 
pontos (x, y) tais que 


2 : Э 
(x— ау” (y – p)“ 
a? Б 
e situado по semiplano y > 0. Mostre que o volume do sólido obtido pela 
rotacào, em torno do eixo x, do conjunto 4 6 igual ao produto da área da 


elipse pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação, pelo 
centro (a, 9) desta elipse. 


-1 (a>0eb>0) 


3. Considere um triángulo isósceles situado no semiplano y > 0 e com base 
paralela ao eixo x. Mostre que o volume do sólido obtido pela rotagáo 
deste triángulo, em torno do eixo x, é igual ao produto da área deste 
triángulo pelo comprimento da circunferéncia gerada, na rotagáo, pelo 
baricentro do triángulo. 


13.2. VOLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA ROTAÇÃO, EM TORNO DO 
EIXO y, DE UM CONJUNTO А 


Suponha f(x) > 0 e continua em (а, b], com a > 0. Seja А о conjunto do plano 
de todos os pares (x, у) tais que a <x <b e 0 <y x f(x). Seja B o conjunto obtido 
pela rotação, em torno do eixo y, do conjunto 4. Nosso objetivo, a seguir, é 
mostrar que é razoável tomar para volume de В o nümero 


b 
O У- 2n | x f(x)dx 
a 


ou 


Ь 
V= 2s | xydx, em que у= f(x) 
a 


Seja Р:а= х) <x| <x2 < ....< x;— | < x; <... < xp = b uma partição de Га, b] e 
seja cj o ponto médio de [x; 1, x;l. 


y 


у 


а х.сх Ь 


Seja Rj o retângulo x; — | Sx €x; e 0 < y € е). Pelo teorema de Papus para 
retângulo, o volume do sólido gerado pela rotação do retângulo A; em torno do 


eixo y, é 


(Confira.) 


Deste modo, a soma de Riemann 


п 


= 


é um valor aproximado para o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno do 
eixo y, do conjunto А. Por outro lado, pelo fato de f'ser contínua, tem-se 


n 


b 
lim 9: 2т с; f(c;) Ах; = 2т | x f(x)dx 
máx Ах; — 0 а 

ізі 
Logo, 6 razoável tomar (1) para volume de В. Veremos no Vol. 3 que esta nossa 
atitude é correta. (Para uma prova de CD, num caso particular, veja Exercício 3 
desta seção.) 


EXEMPLO 1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno do eixo 
у, do conjunto de todos (x, y) tais que 


0<х<1е0<у<х-х3. 
Solucáo 
І 4т 
v=2m| x(x- x?) dx 2 —. в 
0 15 
Já sabemos que dV = 2л xfx)d ё а diferencial de 
X 
V( b = ) = 2т xf ( ж Mx. Agora, observe que f(x)dx é a 
а 


área do retángulo de altura f(x) e base dx e, para dx suficientemente pequeno, 


2лх 6 aproximadamente о comprimento da circunferéncia gerada pelo 
baricentro do retángulo mencionado e daí, pelo teorema de Papus para 
retángulos, 27 xf(x)dx é aproximadamente o volume do invólucro cilíndrico 
obtido pela rotagáo, em torno do eixo y, de tal retángulo. 


x 


O volume obtido pela rotação, em torno do eixo y, do conjunto 4 é então a 
integral dessa diferencial, para x variando de а até b, ou веда, 


b 
V= 21 | хуах, onde y = fix). Ёс 
а 


método de determinar volume é às vezes denominado método dos invólucros 
cilíndricos ou método das cascas. 


Vejamos, agora, uma outra fórmula, que é do mesmo tipo daquela da segáo 
anterior, para calcular volume de sólido obtido pela rotagáo, em torno do eixo y, 
de um conjunto que nào intercepta tal eixo. Seja então В o conjunto: B = ((x, y) | 
0х < c<y<de y >f(x)), em que fé suposta continua e estritamente 
crescente (ou estritamente decrescente) em Га, b], com a 70, fa) = c e fb) = d. 


Como у = f(x) é contínua e estritamente crescente em (а, b], então é inversível, 
com inversa x = g(y) contínua em (с, d], em que c = Ха), d= f(b) e y = f (x) > 
x = g (y). Raciocinando como па seção anterior, o volume do sólido obtido pela 
rotagáo, em torno do eixo y, do conjunto Ве 


d 4 
volume = т | x^ dy, em que x = g(y) 
Б 


Observe que лх2ау é o volume do cilindro obtido pela rotagáo, em torno do eixo 
y, do retángulo de base x e altura dy. (Veja figura acima.) 


EXEMPLO 2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno do eixo 
y, do conjunto de todos os pares (x, y) tais que х2 <y<4,x2>0. 
Solução 


Е — 
wy =х,х> 0 х= yy. 


Segue que 


4, 4 
чт х?йу=т| Ё 
0 0 


E, portanto, 


y | ау. 


4 
Volume = "| y dy ше 87. 
0 . . 


0 
Ж 2 X п 


Observação. Este volume poderia, também, ter sido calculado utilizando-se а 
fórmula anterior. Neste caso, o volume pedido seria a diferenca entre o volume 
gerado pela rotação, em torno do eixo y, do retângulo 0 <x <2,0<у<4ео 
volume gerado pela rotação, em torno do eixo у, do conjunto 0<х<2е0<у</ 


(x), em que f(x) = x2.Ou seja, 


volume = 167 — 27 “f(x)dx = 167 — 27 ЇЕ dx = 8r. 
0 0 


EXEMPLO 3. Calcule o volume do sólido gerado pela rotação, em torno do eixo 


y, do conjunto de todos os pares (x, у) tais ше 0 < х < 2, 0 < у < 


X 2 
жузш — tleysx 


Solução 


1.º PROCESSO (Utilizando a primeira fórmula.) 


5 


2 2 
2 (x 2 
volume = 2т | x + 1|ах— 2т | x(x? — 1)ах. 


Tar 
Fi Volume = Раг? 


2.” PROCESSO (Utilizando a segunda fórmula.) 


à 
x 
—+tl=yex =2y—2 ex2-1=yex =у+1 
Entào 
3 3 
volume = "| (+ Udy- m | (2y-2)4y- ZZ, " 
0 1 2 


Para encerrar a seção, vamos resumir num quadro o que aprendemos nesta 


segáo е na anterior. 


у= (х) 


а x хжах b x 


A= {(х, у)|а<х <b, 0 <y </(х)} e B= {(x, y)|0 <x <b, c <y <d, y Sf (x)} 


D b 4 
ya » = volume gerado por А na rotagáo em torno do 
"| у= dx кайр ° 
а 


eixo x.(y = f(x)) 


D ed 
2 = volume gerado por В na rotagáo em torno do 
у 2 «= 
т| x“ ау ы. ç 
C 


eixo y.(x = g(y)) 
ш) 


Ь 
2 "| Xv dx = volume gerado por А na rotacáo em torno 
a 


do eixo y.(y = f (x)) 


IV) d 
2 "| YX dy = volume gerado por В na rotagáo em torno 
c 


do eixo x.(x = g(y)) 


Exercicios 13.2 


1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno do eixo y, do 
conjunto de todos os (x, y) tais que 


а)1<х<ее0<у<1пх. 


» 3 
O=sx=8e0<y< xx. 


с)|<х<2е0<у<х2-1. 
а 0 <х <ле0<у <ѕепх. 
е)0<х<1е0<у<агс tgx. 


7 
1 < х<4е1<у= vx. 


Әу2<ох-х2,у>0. 
h) | 2 
0<х<2,у>(х-І е0«ух. 


2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno do eixo y, do 
conjunto de todos os (x, y) tais que 


%0<х<6,0<у<«2еу> /х-2. 


91 N sai 

VX s y = —x TF 5x0. 
с)0<х<е,0<у<2еу>іпх. 

d) 2 | 
у=х= yy. 


e) 0<x<1,x <y <x2+ 1. 


3. (Volume de sólido de revolução em torno do eixo y.) Suponha f 


estritamente crescente e com derivada contínua em (а, b], a 20 e fa) = 
0. Seja g:[0, ХЬ)] — [a, b] a função inversa de f: 


a) Verifique que o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno do eixo 
y, do conjunto 


һы 
A= (у) ЕВ? /а=х=ь,0=у = fix)} é igual a 22812) -т Í 13 өл? dy. 
( 


b) Mostre que 


9 f(b) 5 b 
mb- f(b) — "| [2(у)1 dy = 2m| x f(x)dx 
0 a 
(Sugestão: Faça a mudança de variável y = f (x) e depois integre por 
partes.) 
c) Conclua que o volume mencionado em a é 


b 
volume = 27 | x f(x) dx 
а 


13.3. VOLUME DE UM SÓLIDO Q UALQ UER 


b 


Vimos no parágrafo anterior que үү. dx é a fórmula 
TA ШО) 


а 


que nos fornece o volume do sólido de геуоїисдо obtido pela rotagáo, em torno 


do eixo х, do conjunto А = (х,у) Е R2 |a <x <b, 0 xy <f(x)}. Observe que 


AQ) = af) 


агеа = А (х) 


é a área da interseção do sólido com o plano perpendicular ao eixo x e passando 
pelo ponto de abscissa x. Assim, o volume mencionado anteriormente pode ser 
colocado na forma 


b 


volume = | A(x)dx 
а 


Seja, agora, B um sólido qualquer, nào necessariamente de revolugáo e seja x 
um eixo escolhido arbitrariamente. Suponhamos que о sólido esteja 
compreendido entre dois planos perpendiculares a x, que interceptam o eixo x 
em x = a e em x = b. Seja A (x) a área da interseção do sólido com o plano 
perpendicular a x no ponto de abscissa x. Suponhamos que a função 4 (x) seja 
integrável em [a, b]. Definimos, então, o volume do sólido por 


b 
volume= | A(x)dx 


a 


EXEMPLO. Calcule o volume do sólido cuja base é o semicírculo х2+ у2 < 12, у 
2 0, e cujas secções perpendiculares ao eixo х são quadrados. 


Solução 
А(х)= (42 — x? )2. 


volume = СЕЕ - хі)! = |" (г? — x?) dx 


ou seja 


: 31” 3 
r X Ar” 
volume = 2, (2-х2ах- | х | = E = 


Exercícios 13.3 


l. Calcule o volume do sólido cuja base é o semicírculo x2 + y? E >0, 
e cujas seccóes perpendiculares ao eixo x sáo triángulos equiláteros. 


2. Calcule o volume do sólido cuja base 6 a герійо ах? + у2 < 1 e cujas 
seccóes perpendiculares ao eixo x sáo semicírculos. 


3. Calcule o volume do sólido cuja base é o quadrado de vértices (0, 0), (1, 
1), (0, 1) e (1, 0) e cujas secções perpendiculares ao eixo x são 


triángulos isósceles de altura x — х2, 


4. Calcule o volume do sólido сија base ё um triángulo equilátero de lado / 
e cujas seccóes perpendiculares a um dos lados sáo quadrados. 


13.4. ÁREA DE SUPERFÍCIE DE REVOLUÇÃO 
Sabe-se da geometria que a área lateral de um tronco de cone circular reto, 


de geratriz g, raio da base maior R e raio da base menor r, é igual à área do 
trapézio de altura g, base maior 27R e base menor 2лғ: 


N 


área lateral do tronco = z (R + r) g 


Sendo $ o ponto médio do seemento РО. 


R+r " | 
gu ‚ Чат (R + r) g = msg. 


área lateral do tronco de cone = 2zsg 


Observe que a área da superfície gerada pela rotagáo da geratriz, em torno do 
eixo PO, é igual ao produto do comprimento g desta geratriz pelo comprimento 
2л5 da circunferência gerada pelo ponto médio da geratriz. Este resultado é um 
caso particular do Teorema de Papus para superfícies de revolução. (Veja 
Ехегсісіо 9, Segáo 13.9.) 

Vamos, agora, estender o conceito de área para superfície obtida pela 
rotação, em torno do eixo х, do gráfico de uma função f com derivada contínua 
e f(x) >0 ет [а, b]. 

Seja, então, P : a = xg < xj < x2 < ... < xy = b uma partição de Га, b] e 


X; + Xi 


c: = o ponto médio do intervalo [xj— |, xj]. 
I 


by 


Na figura, f (cj) = tg aj; o segmento M; — | M; é tangente ao gráfico de f по ponto 
(с, Rci). Então 


= AX; ЖЕР 12 

Mi -1Mj =—— = |sec aj Ах; = 41 [f' (ci) Axi. 
[eos ад 

A área da superfície gerada pela rotagáo, em torno do eixo x, do segmento M; — 

1M; (observe que tal superfície nada mais é do que a superfície lateral de um 


tronco de cone de кеше М; Е | Mi уе 


2т f (сү) M; -|М;-2т f(c;) 11 +[f'(c;)]2 Ах; 


e se Ах; for suficientemente pequeno esta área será uma boa aproximagáo para 


a “área” da superfície gerada pela rotagáo, em torno do eixo x, do trecho do 
gráfico entre as retas x = x; — | e x = xj. Observe que trocando (с) por сі na 


4 E | 9 

igualdade acima, Э me) М & | . será uma 
23rc; 41 (f'(cj))^ Ах, 

boa aproximagáo para a “área” da superfície gerada pela rotagáo, em torno do 

eixo y, do trecho do gráfico acima mencionado. 


Comoa função ^) 7 fix ) y 1 + Ra ( X Ур. é contínua 
em [a, b], teremos 


п 


іт У 2т f(c) MU" (сүр Ax; -[ 


máx Ах; > 0 а 


b ү —————> 
2g f(x) 1+ ГР ОГ dx. 
a 


Definimos a área A, da superfície obtida pela rotagáo do gráfico de f em 


torno do eixo x, por 


b í 
А„= 2т | /(х)-{1+[/°(х)]? ах 
а 


De forma análoga, а área Ау da superfície obtida pela rotagáo, em torno do 
eixo y, do gráfico de fserá 


5 
ау 


| dx, em que у= f(x). 


b | 
А, =27 | х М 
^ a Y 


dx 


EXEMPLO 1. Calcule a área da superfície gerada pela rotacáo, em torno do eixo 
x, do gráfico de f(x) = sen x, 0 €x € z. 


Solução 


: | - 
área = 27 [ sen х 14 cos” x dx 
о 


u= cos x; du = — sen x dx 


х= 0; и= 1 


x=mu=-1. 


—] = 
=% | y1 + и (— du) 
| 


u = tg 9; du = sec? 040 


и=—1;0=—— 
1 


u=19=2 


1 | 2 
= 27) y1+u* du 
=] 


т 
-2т|3, sec? 040. 
4 


Integrando por partes: 


т 


т т -- A 

Ë, sec? 0 40 = IE sec? Ө sec 0 dg = [te 9 sec 0 | 22 -[* ес? 6 —sec ө] 46. 
4 4 74004 

Daí 


dE sec? Ө 40 = 242 ШЕ 0 +189) | 
ЫГ? 
ou seja, 


4 sec^0 de = 42 + In (42 + 1). 


Portanto, área — 27 (4/2 + In ( 42 ? + IX 


EXEMPLO 2. Determine a área da superficie obtida pela rotação, em torno do 


0<х<І1. 
^ 


2 
X^ 
2 
2 


eixo y, do gráfico de у= 


Solução 
dy d[x 
dx ах, 2 


= X, vem 


1 2 1 | 2 
Ау=2л[| xn [2 dx=2x | xix? aK = "E 24211. 
2 о \ ах 0 3 


Exercicio 13.4 


1. Calcule a área da superfície gerada pela rotação, em torno do eixo x, do 
gráfico da função dada. 


gp 
a) f (x) A Y =] =< x 1] 


2 


5 


b)f(x) = (82 —x*,.—RzxszR(R»0) 


9 


x.,0sx« 


с)у 
dy=wWx,1=<x=<4 


13.5. COMPRIMENTO DE GRÁFICO DE FUNÇÃO 


Seja y = f(x) com derivada contínua em (а, b] e seja P : a = xg < x] «x2 < 
.. < xg = b uma partição de (а, b]. Indicando por ГР) o comprimento da 
poligonal de vértices P; = (x; f(xj)), i= 1,2, ... п, temos 


ЦР)--У, JG; — x4 + Сох) 10-07 


i=1 


E 


ж|------------3т 


[o 
= 
n 


em que 


JG = ха + GG) — Жау 


é o comprimento do lado de vértices Р; —] e Р, Pelo teorema do valor médio, 


para cada i, i= 1, 2, ... n, existe cj, xj - < c; € xj tal que 


Дх) fGxi -1) = f (сдАхь em que Ax;= xj - х1. 


Segue que 
L(P) 7 У А+ А = У bt GIG Ах, 
ізі ізі 


Daí, рага шах Ах; tendendo а zero, ДР) tenderá рага 


b | 
! ` ” : л 
q 1 + (FU x ) )- ах. Nada mais natural, entáo, do que 
a 


definir o comprimento do gráfico de f, ou da curva у= f (x), por 


b | ау А 
Comprimento = | I+ — | dx 
a | dx 


Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial 


| 2 
1 + dy dx. Seja, então, s = з(х), x € [а b], o 


Y dx 


comprimento do trecho do gráfico de extremidades (a, (а)) e (x, f (x)). Sejam 
As e Ay as уагіасбев em s e y correspondentes à variacáo dx em x, com dx > 0. 
Para dx suficientemente pequeno, Ay = dy e 


AZs = Фу + А2у, ou seja, 


EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva у= 0<х<1. 


Solugáo 


De — — x segue que о comprimento é: 
“Vv. 


| 4 


~ 
Y 1 + Ж 2 ах. Fazendo a mudança de variável x = tg и, vem 
0 


т т 
1 | — | — 
| 41 + х? dx= Ё {1+ (tgu)? sec? u du = [* sec? u du. 
0 0 0 


Пе 


1 
sec u tgu + 5 In |sec u+ tgu|+ k 


[ вессийи- 


(verifique), resulta 


| 
2 


1- = 1T 
|, 1+ x? а= [4 sec? udu=>[y2 + In(1+ 02) 


2 
m 
Exercicios 13.5 
1. Calcule о comprimento do gráfico da funçào dada. 

a) y b) у=—х+3,0=х=2 

=> 1 3 

c) y d) у=ух,—<х=— 

4 4 

espe * 
e) y 08481 P у=ех,0=х=1 


2. Quantos metros de chapa de ferro sáo necessários para construir um 
arco AB, de forma parabólica, sendo 4 e В simétricos com relação ao 
eixo de simetria da parábola e com as seguintes dimensóes: 2 m a 
distáncia de 4 a B e 1 m a do vértice ao segmento AB. 


13.6. COMPRIMENTO DE CURVA DADA EM FORMA PARAMÉTRICA 


Por uma curva em E2 entendemos uma função que a cada / pertencente а 


um intervalo / associa um ponto (x(1), у(0) em R2, em que x(1) e y(1) são funções 
definidas em /. Dizemos que 


x= x(t) 
tel 


у 


y(t) 


são as equações paramétricas da curva. Por abuso de linguagem, vamos nos 
referir ao lugar geométrico descrito pelo ponto (x(t), y(0), quando / percorre o 
intervalo /, como a curva de equações paramétricas x = x(1) e y = у(ї). 


EXEMPLO 1. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = t, y = 3t, t 
ER 


Solução 


x = t, y = 3t = у = 3x. Quando t percorre R, o ponto (t, 31) descreve a reta у = 
3x. 


EXEMPLO 2. Seja a curva de equações paramétricas x = f, y = 2, tem R. 


Quando / varia em R, o ponto (t, 2) descreve a parábola y — x2. 


y 


EXEMPLO 3. Seja a curva de equações paramétricas x = cost, y = sen / е (0, 


2л]. Quando t varia em [0, 27], o ponto (cos /, sen /) descreve a circunferência х2 


(сов 1, веп 4) 


EXEMPLO 4. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = 2coste y = 
sen 1, com t € [0, 2л]. 


Solução 


х 
— = cost 


x=2cost 2 
x 
y=sent 


у = sent 


м (2 cos t, sen £) 


Assim, para cada г € (0, 2л] o ponto (2 cos 1, sen /) pertence à elipse 


x“ 


+ y2 — 1 Por outro lado, para cada (x, у) na elipse, existe / 


/ 


€ [0,27] tal que 


x=2 сов! 
v=sent 


(por quê?) 


Assim, quando 1 percorre o intervalo [0,2 л], o ponto (2 cos f, sen 7) descreve а 
elipse. ш 

Nosso objetivo a seguir é estabelecer a fórmula para o cálculo do 
comprimento de uma curva dada em forma paramétrica. A fórmula será 
estabelecida a partir de considerações geométricas, e deixamos o tratamento 
rigoroso do assunto para o Vol, 2. 

Suponhamos que s = s(1), t € (а, b], seja o comprimento do trecho da curva 
de extremidades А = (x(a), y(a)) e P(t) = (x(0) y(2), em que x = x(1) e y = y(t) 
sáo supostas de classe cl. Sejam Ах, Ay е As as variações em x, y e s 
correspondentes à variação At em 1, com At > 0. Para Af suficientemente 
pequeno, vemos, pela figura, que 


д25 = А2х + А2у e, portanto, 


(aY SY 
VV А! At 


At. 


У-У(1) 


É razoável, então, esperar que a diferencial da função 5 = 5(0) seja 


Г 7 5) 
ИМ LA EET ш, 
V dt , dt 


Definimos então o comprimento da curva x = х(), y = y(t), t € [а, b], com x = 
х() e y = у( de classe Clem [a, b], por 


p 2 5 
! ах - ау pa 
dt 


b 
comprimento -| 2 
a | 


Observação. O gráfico da função y = f(x), x € (а, b], pode ser dado em forma 
paramétrica por x = f, y = f (1), t € (а, b]. Segue que a fórmula para o 
comprimento do gráfico de uma fungáo é um caso particular desta. 


EXEMPLO 5. Calcule o comprimento da circunferéncia de raio Ё > 0. 


Solução 


Uma parametrização para a circunferência de raio R e com centro na origem 
é x = В co t e у = В sent com t е (0, 27]. De 


dx dy 
— = — R sen t e — = R cos Е, == 
dt dt 


2т A ‚ \2 
comprimento = (2 | + | 2) dt 
о V dt Ф, 


27 | 
= |, y (ER sen г)? + (К сов t)? dt. 


е 
27 | 

Portanto, comprimento = y R? dt шш TR. ч 
0 


EXEMPLO 6. As equações paramétricas do movimento de uma partícula no 
plano sáo 


x=sent 
te [0, л]. 


Э 
у = ѕеп 7 


1) Quais ав posições da partícula nos instantes 1 = 0, 
— — 7 
= > еѓ= т: 
- 


5) Qual a trajetória descrita pela partícula? 


2) Qual a distância percorrida pela partícula entre os instantes {= 0 e t= л? 


Solucáo 


5 


D 


No instante += 0 a partícula encontra-se na posição (0, 0), em Í = — 
2 


па posição (1, 1) e, no instante /- л, novamente па posição (0, 0). 


) x= sente y= sen? 1 > y= ГЭ Segue que a partícula, de t = 0 a 


t= 


3 


4 descreve o arco da parábola de extremidades (0, 0) e (1, 1) e 
Э 

- 

T 


3 


no sentido de (0, 0) para (1, 1). De 1 = a t= л descreve o mesmo 


arco só que em sentido contrário. 


2) Adistáncia d percorrida entre os instantes {= 0 e t= 7 é dada por 


T | 2 av т/2 | 
а- (E) «(2 а-2|, cos? t + (2 sen t cos t)? dt 


о V dt dt 
ou seja 
т/2 ( = т/2 [ 5 
4-21 cos Д1 +4 sen? t а-2| cos f 41 - 4 sen? t dt. 
0 0 


T 


Observe que as distâncias percorridas entre os instantes t = 0 e t = ——éa 


2 


TT 
2 


< 


mesma que de t — a t= z. Observe ainda que |cos || = cos 1, para 


T 
3 


O=f= 


, Fazendo a mudanga de variável и = 2 sen t teremos du 


T 


= 2 cos í dt, и = 0 para 1 = 0 ú = 2 para | = —, Assim, 


> 


AN 
4 | > 
d = | М 1 + и“ du. Fazendo, agora, u = tg 0, teremos 
0 


arc tg 2 
do a" 


arc tg 2 
a- | sec? Ө dg = — [sec tg Ө + In|sec0 + 10 
0 2 


Сото 0 - arc tg 2 > tg 0 = 2 e 


| 3 / VEN 
sec 0 — 1 + (2-0 = 4/5 : resulta que а distáncia 


percorrida pela partícula é 


а- ps + In(2 + 45)]. ` 


Exercícios 13.6. 


1. Calcule o comprimento da curva dada em forma paramétrica. 
а)х=21+1еу=1- 1,1<1<2 
b) 3 
жат E ? 
х-ШМеу-212,0ж1<1 


сух-і-сов/еу-і-вепі,0</<л 


4) 5 
t2 s med 
атысы се АРТ) 
х= —еу=—14,0=1=1 
д 3 
e)x=elcostey=elsent,0<t<m. 


2. Uma partícula desloca no plano com equações paramétricas x = x(?) e y 


- yO. Sabe-se que, para todo 
dx а?у ау 

t, — — 2 (cm/s), — ——2(cm/s2) e = 4 (cm/s). 
dt dt^ dt 


t=0 
Sabe-se, ainda, que no instante t = 0 a partícula encontra-se na posição 
(0, 0). Determine a distância percorrida pela partícula entre os instantes / 
—0et- T, em que Té o instante em que a partícula volta a tocar o eixo 
x. Como é a trajetória descrita pela partícula? 


13.7. ÁREA EM COORDENADAS POLARES 


Fixado no plano um semieixo Ox (tal semieixo denomina-se eixo polar, e o 
ponto O, polo), 


0 X 


cada ponto P do plano fica determinado por suas coordenadas polares (0, p), em 
que 0 é a medida em radianos do ángulo entre o segmento OP e o eixo polar (tal 
ángulo sendo contado a partir do eixo polar e no sentido anti-horário) e p o 
comprimento de OP; assim p > 0. 

Se considerarmos no plano um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas 
(o habitual) em que a origem coincide com o polo e o semieixo Ox com o eixo 
polar e se (0, p) forem as coordenadas polares de Р, então as suas coordenadas 
cartesianas seráo dadas por 


x= pcos 0 
у=р5еп@ 


Observe que se P nào coincide com o polo 


REN 
[х = pcos 0 ly 


[у= рѕеп ө 


ѕеп 0 = a 
y 12 + y? 


Até agora, destacamos p como um número positivo. Entretanto, para as 
aplicacóes 6 importante que p possa assumir, também, valores negativos. 
Vejamos como interpretar (0, p) no caso p < 0: 


р<0 


р>0 y ----- л (p cos 6. p sen 8) 


| 
Da 
' 


(cos 0, sen 0) 1 
' 
i 


(p cos 8. p sen E 


Se p < 0, (0, р) е o simétrico, em relação ao polo, do ponto (0, —p). 

Para podermos trabalhar com p « 0, será melhor olharmos para o eixo polar 
como uma reta com um sistema de abscissas: sobre tal reta marcam-se dois 
pontos, um o polo 0 representando o zero e ошто representando o 1. О sentido 
positivo será o de 0 para 1 e a unidade de comprimento será o segmento de 
extremidades 0 e 1. Para representar no plano um ponto de coordenadas polares 
(Ө, p) proceda da seguinte forma: primeiro gire o eixo polar, no sentido anti- 
horário, de um ángulo Ө; em seguida, sobre este novo eixo, marque o ponto que 
tenha abscissa p. 


(6.p),comp>0 (8. p), com p < 0 


+ 
ог 
p АС 
^ 
Жай No = — 
29 
Y 
Y 
Ж 7,112 
^ ^ 
EXEMPLO 1. Represente no plano o ponto (0, p) em que 
) Ө-дер-і 
2) 6=0ep=-1 
р 0 TT А 
4 р 
D T 
0--р--1 
Solucáo 
LI 


EXEMPLO 2. Um ponto P desloca-se no plano de modo que a relacào entre suas 
coordenadas polares é dada por p = 0, 0 < 0 < 2л. Desenhe o lugar geométrico 
descrito por P. 


Solugáo 


Хе a 9|3 кіз o | 
ES зэ a/a o |> 


Sempre que formos esbogar o gráfico de uma curva dada em coordenadas 
polares, é bom antes fazer um esboco da curva supondo 0 e p coordenadas 
cartesianas e olhar, por meio deste gráfico, a variagáo de p em fungáo de 0. 


р 


EXEMPLO 3. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é p = 
sen 0,0<0<л. 


Solução р Еш coordenadas 
9 › cartesianas 
қама | FILET 

0 0 | 
т 42 ! 

Y 2 0 т T $ 
т 1 ' 
6 2 

т 

— I 
2 

A y2 

а |2 
т 0 


Observe que para p #0 


р = sen @ € p? = p sen 0 € 124 2 - y. 
х2 + y? — у = 0 é a equação de uma circunferência de centro 
1 s = <0<л,6 
0. е raio Ў Deste modo, р = sen 0, 0 < 0 < z, ё, em 
- 


coordenadas polares, а equagáo de tal circunferéncia. ш 


EXEMPLO 4. Desenhe o lugar geométrico da equagáo (em coordenadas 
polares) р = 1- сов 0. 


Solução 


4P Em coordenadas 


cartesiana 


о-ы ш 


р 
0 
A 
2 


blo nnje = 


Esta curva denomina-se cardioide. т 


EXEMPLO 5. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é p = 
соз 20. 


Solução 


Em coordenadas 
cartesianas 


29 = 0520 


0 
0 
Е 
8 
E 
4 
TE 

в 
o7 

4 
т 
2 
37 
E 


37 
4 


т 
37 у E 
ES , 4 


Veja como fica o trecho da curva acima para 0 variando de 0 a 


Quando 0 varia de 


permanece negativo. п 


EXEMPLO 6. Desenhe о lugar geométrico descrito рог um ponto Р que se 
desloca 4. sabendo que a relação entre suas coordenadas polares é p = | tg 


TT 
цагаа 


Solução 


T 


Vejamos, primeiro, о que acontece para 0 variando de 0 a Quando 
. 


т 


0 — — „P > + œ. А projeção de P sobre o eixo polar tem abscissa 
- 


x = p cos 9 = tg 0 cos 0 = sen 0. 


77 


Assim, quando 0 —À  — — , projeção de P sobre o eixo polar tende para 


- 
o ponto de abscisa 1. O trecho da curva correspondente a 0 em 


-- — 0 é simétrico, em relação ao eixo polar, ao trecho 
` 


— 


п 


correspondente a 0 em () — 
` . 


— 


шы (e pe өз жақтан алы 


Nosso objetivo, a seguir, 6 estabelecer uma fórmula para o cálculo de área de 
regiáo limitada por curvas dadas em coordenadas polares. 


Inicialmente, observamos que a área de um setor circular de raio R e 


abertura A 0 é 2. р? АӨ. Esta área se determina por uma герга 
2 


< 
de trës simples: 


2x rd — área TR? 
AG rd —? 


9 


_ A0mR _ 1 
т 2 


Consideremos, agora, a função р = p (0) continua e > 0 em [0; — 1, 6j]. Seja 
Aj о conjunto de todos os pontos (0, p), com 6; — | <0 <0;e 0 <р € p (6). 


бе)а p= р (6:) o maior valor de p em [0j - |, 6j е 
. 

n= „ | о menor valor A área do conjunto А; está, então, 

p = p (8i) i 


compreendida entre as áreas dos setores circulares de abertura АӨ; e raios 


p (0;)e р(#,): 


1 — 12 lp =P 
5 |Р) A6, = área A, = |p(0,)] AB;. 


Suponhamos, agora, р = р (0) contínua e >0 em (о, f], com f — а <2л. Seja А 
о conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares (0, p) satisfazendo 
as condicóes: a <0 Xf e 0 € p <р (0). 


SejaP:a=09<01<...<0j¡- | € Ө;<... < On = В uma partição de (а, f]. 


Sejam ) \ 0 os valores mínimo e máximo de p em [6j 
p(8;) e p(8;) 


= p 9. Pelo que vimos anteriormente, a área da parte do conjunto А 


compreendida entre as retas 0 = 0; — | e 0 = 0; está compreendida entre as áreas 
dos setores circulares de abertura A6j e raios pt Ө; ) е pl Ө; ) „Ота 
definição razoável para a área de А deverá implicar, para partição P de [a, д], 
n п 1 _ 
ЭР СЭР 
2. Lipa; P A6; = área A= У —[p(0,)P ДӨ. 
2-1 2 ie = 


Рага máx Аб; — 0, as somas de Riemann acima tendem para a integral 


В 1 


— p? 46. Nada mais natural, entáo, do que definir a área de А 


EXEMPLO 7. Calcule a área da regiáo limitada pelo cardioide р = 1- cos 0. 


Solução 


Para cobrir todo o conjunto, 0 deverá variar de 0 a 2л. 


1 (27 , | (2т 4 
área = — р 40--| (1- cos 0)2 do. 
2 Jo 2 Jo 


Temos 


2т 2т 2т 
Í (17 cos 89? de | [1 — 2 cos 0 + cos? gldg=27+[ cos? 0 dg 
0 0 0 


2т| 
=2m+ E + 1 cos 20 [dg = 3m 


Assim, a área do conjunto é 


EXEMPLO 8. Calcule a área da interseção das regiões limitadas pelas curvas 
(coordenadas polares) p = 3 cos дер = 1 + cos 6. 


Solução 


Primeiro devemos determinar as interseções das curvas. 


3 cos 0 = 1 + cos 0 


ou seja, 


cosg=. 


77 77 
asm,  ----еф--- 
3 3 


conjunto de todos (0, p) com 


т 
A kash: ša = | + cos Өзал» 


T T 
o conjunto de todos (0, p) com = 0 = 


resolvem о problema. Seja 41 0 


е 0<р <3 cos 0. 


x < 
Temos, entáo: 


área pedida = 2 (área 4] + área 42). 


área A, = 


] ст 5 2 
área А; = = (2 (3 + соѕ0 y do = - 


Conclusão: área pedida = 


Veja figuras a seguir. 


p = ! + cos 9 


2 


EXEMPLO 9. Calcule a área Ча regiáo limitada pela curva dada ет 
coordenadas polares por р = tg 0, 0 = 0 Ж 


4 pela reta x = 1 


(coordenadas cartesianas) e pelo eixo polar. 
Solucáo 


Indiquemos por А (0) a área da regiào hachurada. A área que queremos é: 


área = lim А(0). 
024. 


Temos 


0 
A(8) = área А ОРМ — área Aj = i tg 6 sen? 0 -2і, te? 646. 


А (9) 


Vi си к 2 
amos calcular ір“ 0 ад. temos 
0 


” 0 2 
[eo de = | бес? Ө — D 40 = ligo -Ө%, = (00 — Ө. 


Assim 


A(6)- 1 tg 0 sen? lel 580+ в= Lied sen? 8) L8 


кот 
2 2 


Portanto, 


1 
área = lim 1822 соѕ0 + — зө 1 
9 -2 = 4 
Observação. No triángulo OPM temos: 
ОМ = pcos 0 = (9 Ө cos Ө = sen де МР = р sen 0 = tg 0 sen 0. 


Assim, área 


área А OPM = E sen? 0 tg 0. 


Ехексісіов 13.7 


1. Desenhe a curva dada (coordenadas polares). 


a)p-e 9,870 b) p = cos 0 
Əpeos0= 1. - Z< <= d)p-2 

T a Е т т 
Doce )р-%80,-- <0<- 
g)p = cos 30 һ) pl ЗЭР мэн 

1+sen* 0 
i)p = 2 — cos 0 Dp=1-—seng 
Пр = cos 40 mp = 0,0 <= Ө< 2 (р> 0) 
2 т 2 

np: c ig280 8 ce о) p = соѕ 8 


2. Passea curva dada para coordenadas polares e desenhe-a. 


Ф (2.32 2 2 


3. Calcule a área da regiáo limitada pela curva dada (coordenadas 


polares). 


a)p = 2 — cos 0 

b) р2 = cos 0 (p >0) 
c) p = cos 20 

d) p = cos 30 


4. Calcule a área da interseção das regiões limitadas pelas curvas dadas em 


coordenadas polares. 


а)р= 2 – соѕдер= 1+ соѕ 0 
b) p = sen ĝe p = 1 — cos 0 


c)p=3ep=2(1-cos 0) 
d) р2 = cos Өе p? = sen 0 (p 0) 
e) p = cos дер = sen 9 
f p-lep-2(1-cos0) 
5. Calcule a área do conjunto de todos os pontos (0, p) tais que 2 5<р<0 
(coordenadas polares). 
6. Calcule a área da regiáo situada no 1.? quadrante, limitada acima pela 
curva х4 — y = 2xy (coordenadas cartesianas) e abaixo por p? = 2 sen 


20 (coordenadas polares), com p > 0. 


7. а) Escreva, em coordenadas polares, a equação da elipse 
š 7 


т“ у 

а + = = 1 tomando como polo a origem e como eixo 
2) Э 

а р 


polar o semieixo Ох. 


5) Escreva, em coordenadas polares, а equação da elipse 
7 


X ae 


= 1 tomando como polo o foco F = (с, 0), c > 


a? b? 


0, e como eixo polar а semirreta F4 onde А = (a, 0), a > 0. (Faga 
C PP . 

e = ер--а-- ес.) 
а 


8. Sejam F| e F2 dois pontos distintos do plano e seja k a metade da 
distância de F] a F5. O lugar C HUNE dos ponto P do plano tais que 


PF; - РЕ = — К - 2 denomina: se lemniscata de focos F] е 
F9. 


а) Tomando-se F = (—k, 0) e F? = (k, 0), determine a equação, em 
coordenadas cartesianas, da lemniscata. 


b) Passe para coordenadas polares a equacáo obtida no item a) tomando 
para polo a origem e x como eixo polar. Desenhe a curva. 


13.8. COMPRIMENTO DE CURVA EM COORDENADAS POLARES 


Consideremos a curva dada em coordenadas polares por 


p=p(0),a<0<fp, 


sendo a função suposta de classe Cl no intervalo (о, В]. Em coordenadas 
paramétricas, esta curva se escreve da seguinte forma 


x=p(0)cos0 e y=p(0)sen0,a<0<p. 


Utilizando a fórmula de comprimento de curva em forma paramétrica 
(observe que aqui o parâmetro t está sendo substituído pelo parâmetro Ө), temos 


| В | ах 2 ау = 
comprimento = | 11| +|— | dð. 
а \\ 40 49 


ре 
гэг” cos 9 — psen e 20726 sen 0 + p cos 6, 
resulta 


Ax Y (doa (do o 
40 ад 10 


p = p(0). (Verifique.) 


Assim, o comprimento da curva р = p(0), a < 0 < f, em coordenadas polares, é 


B! `2 
comprimento = | р? + p. de 
а | 10 


Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente а diferencial 


| 2 
| ip? T dp 46. Seja, então, s = (0), 0 Ela, В], о 
1277 ав 


comprimento do trecho da curva de extremidades (a, р (a)) e P = (0, р (0)). 
Sejam As e Ap as variações em se p correspondentes à variação 40, em 0, com 
40> 0. O comprimento do arco (de circunferência) PM de abertura d e raio p = 
p(0) ер 40; por outro lado, o comprimento do segmento MN é Ap. Para 40 
suficientemente pequeno, Ap = dp, PMN é quase um triángulo retángulo e 


A2s= (р d0)? + (др), 


2 
ou sja Ag = р? + dp 46. 
\ Т 


EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva р = sen 0, 0 < 0 <л, em 
coordenadas polares. 


Solução 


dp 


De p = sen 6, segue 


= cos p.» 


Г, (de Y š : 
comprimento = f lp? + ЕЗ аө = ЕС Ө) t(cos0) do =r. 
o \ 40 | o 


O comprimento da curva é 7 (unidades de comprimento). (Observe que p = sen 
0 é a equagáo de uma circunferéncia de centro 


2 


< j - 


Es d s Y 
| 0, | e raio —. Confira) а 
\ 2 


Exercicios 13.8 


Calcule o comprimento da curva dada em coordenadas polares. 
1. р-0,0<0<л 
2. р=е 0 0<0<% 


3. p=1+c0s0,0<0<x 


р 


т 
sec 0.0 =< 0 = ГЭ 


p=-—,1=<0< 43 


6. p=02,0<60<1 


13.9. CENTRO DE MASSA 


Consideremos um sistema de “massas pontuais” m], ту, ..., т, localizadas 


nos pontos (x1, y1); (х2, y2), ..., (ху Уп): O centro de massa do sistema é, por 
definição, o ponto (xc, ус) onde 


n 
хип, 
хіт + хото t... XQmy =] 
m; + m» +... + m, п 
т; 
i=l 
n 
ут; 
ут КУЛЛ. УЫН. і-і 
y. =к—————= 
my + то +... + m, 5 
т 
i=l 


EXEMPLO 1. Determine o centro de massa do sistema constituido pelas massas 
m], т? localizadas nos pontos (x |, y) e (x2, y2), supondo m = m] = m2. 


Solução 
_ хим + ть _ XQ + X; 
сан т, + т; = 2 
J€ 


m; + тэ 2 


Deste modo, (xc, Ус) é o ponto médio do segmento de extremidades (хі, y1) e 
(12,32). m 


EXEMPLO 2. Considere o sistema de massas m], тэ, тз localizadas em (хү, 
y 1), (х2, y2) € (x3, уз). Seja Му = тү + mo e considere o sistema М] e m3, com 
М | localizada no centro de massa de ту, тэ. Verifique que o centro de massa de 
Му, тз é o mesmo que o de т], то, m3. 


Solução 


Seja ( X, y) centro de massa de т] e то: 


- Хіт T хоту — __ ут yon» 
É — — ву 
ту m» my + тә 


Seja ( Хг É Ye Jo centro de massa de 1, m3: 


= = ХМ| + хзтз _ Хүтү + xom + хзтз _ x 
Е Му + т m, + то m = 


ЕЕ мии + xm 
ХМ! „ще Mı = хуту + Хэтэ 


my + то 


= | YMI + узтз ут + yomo + узтз _ 


Deixamos a seu cargo generalizar o resultado do Exemplo 2. 


Vejamos, agora, como determinar o centro de massa de uma regiáo A do 
plano que será imaginada como uma lámina delgada, homogénea, de modo que 
a densidade superficial р é constante (р ё massa por unidade de área). 
Suponhamos, inicialmente, que 4 possa ser decomposta em л retângulos А], R2, 


... Ry. Seja mj a massa do retângulo Ау: m; é o produto de p pela área de Aj. 


Neste caso, definimos o centro de massa de А como o centro de massa do 
sistema m, mo, ..., My, com mj localizada no centro de Aj. 


Suponhamos, agora, А da forma 
A= (ху) © ®?|а<х<Ь,/(х)<у Sg (4) 


em que fe g são supostas contínuas em Га, b], e f(x) < g (x) em (а, b]. Seja 
Р:а= ху< xl € x2 <... € xy = b uma partição qualquer de Га, b] e seja c; o 
ponto médio de [x; — 1, xj] (= 1, 2, ..., п). 


y 


8 (с) + m) 
2 


A massa m; de R; é: m; = p [g (cj) - f(c] Ах. O centro de massa da figura 
formada pelos retângulos Rj, Ёо, ..., Ry É: 


п п 
| І | | 
Усанд ЛА Y, —Ig(ci)+ f (c)]plg(ci)— f (co) Ax; 
i= isi“ 
n * n 
У pa (co f (c) Ax; Y plato f (c) Ax; 


ізі ізі 


Nada mais natural, então, do que tomar como centro de massa de А o ponto (xc, 
ус) onde 


п 


: 2:)- : Я b 
У alge- f ТА | ме (= лола 
е = 


máx Ах;->0 área de A 


уз [< (c)— f (сг) Ах; 


n 


Y. (+ f (сйс) - f (col As; 


n 
У la (c) f (Ol Ax; 
i=l 


1 fr? 
zl [20 + f (x)]||g(x) — f G0] dx 


área de A 
Ou seja, 
b 
| x[g(x) — f (х)]ах 
DO DI ss 
° área de А 
е 
Lp 
21 [в(х) + (ХУ (3-7 GO] dx 
х = = 
ad área de A 


Suponha, finalmente, que А possa ser decomposta em л regiões 41, 42, ..., Ау, 


onde 


Aj= (ху) € RÊ | aj Sx Sbi fi) Sy 510) 


com / gi contínuas em [ау bj] e f; (x) < g; (x) em (аҙ bj]. Como você calcularia 
o centro de massa de 4? 


EXEMPLO 3. Determine o centro de massa da figura А limitada pela reta y — 1 


e pela parábola y — x2. 


Solução 


x(1— x2) dx 
1 


área de А 


1 
y ada 


área de A 


O centro de massa de A é o ponto 
2 

(0.2) . 
5 


EXEMPLO 4. Calcule o centro de massa do conjunto А = ((x, y) € R2 |1 <х? + 
y?<4,x>0ey>0). 


Solução 


Vamos imaginar 4 como uma lâmina delgada, homogênea, com densidade 
superficial р = 1. Sendo т] e mo as massas de A] е 42, respectivamente, 


teremos, por ser p = 1, 


m] = área A] e m2 = área 49. 


Sejam (х1, y1) е (x2. y2) os centros de massas de А] е 42, respectivamente. О 
centro de massa de 4 será, então, o centro de massa do sistema mj, mo com as 
massas localizadas, respectivamente, em (х|,у1) e (х2, уо). Sendo, então, (xc, 
ус) о centro de massa de 4 teremos 


_ Хит + Хэтэ 


ут + yam 
Xe = —— e ye = D 


т + mo | тү + mo 
Como 
l. | 2 | 2 2 j 5 
Јхца- Хх == 1@йх [х 44 — x^ dx 
x = = , x, = 1 
área A, ^ área А, 
1 1 ГА 9 Ж K 95 1 2 fá 5: 9. 
al 4-х)-(1-х4)44 al (44— x^)* dx 
y = E e у= 4 
área Aj área А; 


resulta 


1 ¡PE Y [Г _ = 2 FE i 
IS ==" Jax+ | X44— x“ dx 


аан área А 
Г 4-x a [ 1-х2а 
_ ЯХ x^ dx Қа x^ dx 
área A 
1 2 2 
>| 3c | (4— x2) dx 2-11 x? dx 
220 241 | 2 24 —A 
2% área А área А 
Temos: 
) 3 
área de А = —; 
4 
2 y 1 (9 — 8 
| 34475 dx2——| 4u du2—; 
0 244 3 
| | (9 1 
! ” 
| x41—x^ dx2—-—| yu du == 
0 1 3 
Segue que 
28 28 
х---еу--- a 
Om 9 


Vejamos, a seguir, como determinar o centro de massa do gráfico de uma 


fungáo, que será imaginado como fio fino, homogéneo, de modo que a densidade 
linear p é constante (densidade linear é massa por unidade de comprimento). 
Seja fuma função definida e com derivada contínua em (а, b]. Seja P: a = хо < 


X] € x2 € .. < xy = b uma partição de (а, b] e seja c; (i = 1, 2, ..., n) o ponto 
médio de [x; — 1. xj] 


y 


a Xj —ı C; Xi b х 
O segmento P; — |Р; é tangente em (cj, /(с)) ao gráfico de / o comprimento 


A ] : д 
, 2 as; P : 
deste segmento é V 1 + [ f ( Ci )] Ах; (veja Seção 3.4); logo, sua 


massa mj é: m; == р 1 TE Lr y? Ах. O centro de 


massa do sistema formado pelos segmentos P; — | Pj (i— 1,2,..., n) € o ponto 


n n 
У, сөлін сор Ач У, Кедр (сүр Ax; 


ізі i=l 


n n А 
У IHP eo? ax У IHS (с) Ах 


іі i=l 


Nada mais natural, entáo, do que tomar para centro de massa do gráfico de fo 
ponto (xc, ус) em que 


bo 
І Хү [fx 1 dx 
x == 


о 
|) + GOR ах 


Ь | 5 
FO LÁ (o) dx 
a CC 


PS 
Í VHF GOR ах 


b m 


ve qu | , А 2 2 i 
Observe que : V 1 + Bi {х )] ах é o comprimento do 


gráfico de f. 


Observação importante. O centro de massa de um conjunto do plano nào tem 
obrigacáo alguma de pertencer a este conjunto. 


Exercicios 13.9 


1. Determine o centro de massa da regiáo A dada. 


a) 4= (хуу) еР2|0<х<1,0<у<х3) 
b) 4- (хуу ER |12+4y2<1,x1>0ey>0) 
€) A= (хуу) еР2|х2-4у2<1,у>0) 


D A= (x, y) e xà <y <x} 


Determine o centro de massa do gráfico da função dada. 


afa)= 44-x?, -2«&x «2 


1 
(у)=х,— -<х<-. 
Ву) = x, цаг 
| е” La” 
c) f (x) — — 51 =х = 1, 


- 


(Teorema de Papus.) Considere о conjunto 


A= (x, y) € R? | a <x <b, f(x) xy £g (0) 


em que fe g são supostas contínuas em (а, b] e 0 € f(x) € g (x) em (а, b]. 
Mostre que o volume do sólido, obtido pela rotagáo em torno do eixo x do 
conjunto А, é igual ao produto da área de А pelo comprimento da 
circunferéncia descrita pelo centro de massa de А. 


Sejam fe g continuas em (а, b], com а € f(x) € е (x) em (а, b] em que о 
ё um real dado. Seja o conjunto 


A= (x, y) ER |a <x <b, f(x) xy £g (0) 


Mostre que o volume do sólido, obtido pela rotagáo em torno da reta y — a 
do conjunto А, é igual ao produto da área de А pelo comprimento da 
circunferéncia descrita pelo centro de massa de A. 


Calcule o volume do sólido obtido pela rotagáo do círculo х2 + (у- 22 < 
l em torno 


a) do eixo x 


b) da reta y = 1. 


Calcule o volume do sólido obtido pela rotagáo da regiáo x2 + 4у2 21, 
em torno da reta y = 1. 


7. Seja4- (x, y) € 2 |x^ xy <1}. 


4) Calcule o centro de massa de A. 


b) Calcule o volume do sólido obtido pela rotação de 4 em torno da reta y 
=2. 


Calcule o volume do sólido obtido pela rotagáo do círculo xl y2 <l em 
torno da reta x + y = 2. 


9. (Teorema de Papus para área de superficie de revolução). Suponha f (x) 
>0 e com derivada continua em [a, b]. Mostre que a área da superficie, 
obtida pela rotação em torno do eixo x do gráfico de f. é igual ao produto 
do comprimento do gráfico de f pelo comprimento da circunferência 
descrita pelo centro de massa do gráfico de f: 


10. Seja А o conjunto do plano de todos os (x, y) tais que 0 <a <x <b, 0 €f 
(x) < у € g(x), em que fe g sáo supostas contínuas em (а, b]. Imagine А 
como uma làmina delgada, homogénea, de modo que a densidade 
superficial p é constante (p é massa por unidade de área). Seja (xc, Ус) o 
centro de massa de А. Sejam V, о volume do sólido obtido pela rotação 
de А em torno do eixo x e Ру o volume obtido pela rotagáo de А em 
torno do eixo y. Pelo teorema de Papus (Exercício 3 acima), Vy é igual 
ao produto da área de Apelo comprimento da circunferéncia gerada, па 
rotacáo em torno do eixo x, pelo centro de massa de A. Do mesmo modo, 
Vy é igual ao produto da área de Apelo comprimento da circunferência 
gerada, na rotação em torno do eixo y, pelo centro de massa de A. Pois 
bem, destas informações conclua que 


V, 


>= Ус "em 
23 (área de A) 2т(агеа de A) 


Xc 


2442 


И. Determine o centro de massa da região А dada por 1 Ex 
e у > 0. (Sugestão: Com as funções f e g dadas рог 


+y"<4x>0 


14. 


* Determine o centro de massa da regiáo А dada por 4х 


| 9 
“Сү | = A — үе 0 s x Su» e 
f(x) -44 — x^, 
| 9 
\ | ) 
yi v) ai | — y4 s0<x<lougx)=0sel<x<20 
g(x)= 41 — x 
teorema de Papus se aplica. Calcule entáo Vy, Vy e a área de 4 e utilize 
о Exercício 10. Compare a sua solugáo com a do Exemplo 4.) 


24.4224, 20. 
(Sugestáo: Para o cálculo de хс аргоуейе a simetria da figura.) 


* Calcule o centro de massa do setor circular 4 dado por х2 +у2 «m, 0x 


у<ахе0<х < А, сот А > 0е0< а. 


Suponha que а regiáo А do plano, situada no semiplano y > 0, possa ser 
dividida em duas partes 4] e 42 ás quais se aplica, em relagáo ао eixo x, 
о teorema de Papus. Suponha, ainda, que a área de A seja igual á soma 
das áreas de 4] e 42 e Vy = Vix + Vox em ше Уу, Voy е Vy são os 
volumes respectivos dos sólidos obtidos, pela rotação em torno do eixo х, 
de 41, А2 e А. Mostre que, em relação ао eixo x, o teorema de Papus 
aplica-se, também, a 4. (Estabeleça resultado análogo em relação ao 
eixo y, supondo А situada no semiplano x > 0.) 


. Sejam 41 = {(х, у) | 1 <x <3, 1 <y <2}, 42 = (х,у)|2<х<4,2<у< 


3} e А а reuniáo de 4] e 42. Determine o centro de massa de А. 


` Determine o centro de massa do conjunto -1 <x <3 е0 <у < (х + 1)2. 


(Sugestão: Resolva o problema no plano (и, y), com u=x + 1.) 


. Utilizando о Exercício 9, estabeleça, para gráfico de função, resultado 


análogo ao do Exercício 10. 


14 


EQUACOES DIFERENCIAIS DE 1.4 ORDEM DE VARIÁVEIS SEPARÁVEIS E 
LINEARES 


14.1. EQUACÓES DIFERENCIAIS: ALGUNS EXEMPLOS 


As soluções de muitos problemas que ocorrem tanto na física como na 
geometria dependem de resoluções de equações diferenciais. Vejamos alguns 
exemplos. 


EXEMPLO 1. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x de modo que, em cada 
instante 1, a velocidade é o dobro da posição. Qual a equação diferencial que rege 
o movimento? 


Solução 


Neste problema, o que nos interessa determinar é a função de posição x = x 
(). De acordo com o enunciado do problema, o movimento é regido pela 
equação diferencial de 1.ºordem 


dx 
— = 2x. 


dt 


Conforme о Exercício 2 da Seção 10.1, as funções que satisfazem tal equação 
são da forma x = ke?t, К constante. Assim, a função de posição do movimento é 


daformax- ke? m 


EXEMPLO 2. Uma partícula de massa m — 1 desloca-se sobre o eixo x sob a 
ação de uma única força, paralela ao deslocamento, com componente f(x) = —x. 
Quala едиасдо diferencial que rege o movimento? 


Solucáo 


Pela lei de Newton 


m 1 = К) 
d? "^ 


Assim, o movimento é regido pela equação diferencial de 2.“оғйет 


Uma solução desta equação é uma função que é igual à oposta de sua 
derivada segunda. Por exemplo, (sen 1)” = —sen /, assim x = sen t é uma solução 
da equação. Veja, sendo x = sen t, para todo r, 


d?x | : 
— + х = (sent) +sent=0. 
dt 


A função x = cos t é também solução (verifique). Veremos posteriormente 
que as funções que a satisfazem são da forma x = А cost + B sen t, com Ae В 
constantes. ш 


EXEMPLO 3. Determine uma função у = f (х) que satisfaça a propriedade: o 
coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x é igual ao produto das 
coordenadas do ponto de tangência. 


Solução 
Se fé uma tal função, para todo x no seu domínio 
Sœ) = х (к). 


Assim, a função у = f(x) procurada é solução da equação diferencial de 1.º 
ordem 


ах 


Veremos mais adiante como determinar as funções que satisfazem tal 
equação. m 


14.2. EQ UACÓES DIFERENCIAIS DE 1.* ORDEM DE VARIÁVEIS 
SEPARÁVEIS 


Por uma equação diferencial de 1.5 ordem de variáveis separáveis 
entendemos uma equacáo da forma 


dx 
— = g (t) h (x) 
© dt ° 


em ше g е h são funções definidas em intervalos abertos /] e 15, 


respectivamente. 
Uma solução de (1) é uma função x = x (f) definida num intervalo aberto 1, / 
С I}, tal que, para todo tem 7, 


x'() = в Q) h (x (0). 


~ 2 
EXEMPLO 1. шш Ix = é uma equação diferencial de 1.º ordem de 


dt 
2 


variáveis separáveis. Aqui g (f) = te h (х) = х=. m 


а. 9 2 
EXEMPLO 2. — g= + xs é uma equação diferencial de 1.º 


dt 


ordem, mas nào de variáveisseparáveis. m 


EXEMPLO 3. Verifique que x (1) = -1<1<1,6 
3 (2 = ` 
А I dx ? 
solugáo da equagáo = ІХ = : 


Solução 
Precisamos mostrar que, para todo tem 1-1, 1[, 


x' (0 = t [x (0]2. 


Temos 


N 


Logo, para todo tem ]-1, 1[, 


x (0 = t [x (012 

m 
ou seja, x (t) = 8-1 -1 < t < 1, é solução da 
equagáo. ш 


Na equagáo (D, x está sendo olhado como variável dependente e / como 


variável independente. A equação (T) pode também ser escrita na forma 


' 


dv 
— = g(x) ћ(у) 
dx 5 


em que, agora, y 6 а variável dependente е x a independente. 


Exercicios 14.2 


1. Assinale as equações diferenciais de variáveis separáveis. 


dx dy у 
аў ++ ы ей 
dt dx x 
dx dx 
gE=1+% а = sas 
dt dt 
dx 2 
p = =x(1+1) 
di 


2. Verifique que a fungáo dada é solugáo da equagáo dada. 


ах 


т т 2 
a) x (t) = tg t, = de ЖЕ сае 


b) y (x) 


c) x (1) 


d) x (f) 


е) у = e 


2 2 dt 
=2 dy 2 
5 е---ху 
x^ +1 dx 
4e — —t(x^ — 16) 
dt 
xe] 
1,1>0e — = О 
dt t 
2 
£ 


2 е — = xy 


ах 


3. Determine as funções constantes, caso existam, que sejam soluções da 


equagáo dada. 


dx dx 2 
ap == [= b) — =tx 
dt dt 
dy dy 5 
д---у + 2ху +1 а---іғу 
ах ах š 
х ах x 
o) — ==) — = = E>0 
dt dt t 


14.3. SOLUÇÕES CONSTANTES 


Consideremos a equação de variáveis separáveis 


O 


— =g (f) h (x 
di g (t) h (x) 


com g e h definidas em intervalos abertos / e /2, respectivamente, е g não 


identicamente nula em 1. 


Consideremos a função constante 
Q x( =a, teh. 


Se h (а) = 0, então x (D = a, t € Ij, será solução de (1) (por quê?). 
Reciprocamente, se (2) for solução de (1), devemos ter para todo tem 71 


0- g() h(a) 


e como g (1) nào é identicamente nula em 7], resulta Л (a) = 0. Assim, 


x (f = a, t € Ij (a constante) é solução de (Т) se, e somente se, a for raiz da 


equação h (x) = 0. 


EXEMPLO 1. Determine as soluções constantes de 
dx 2 

— = t(l =X). 

dt 


Solução 
й(х)=1—х?;й(х)= 0 8 1-32- 0. Como 
1-3220ex-21oux--1 
resulta que 


x()-1lex()-7-1 


sáo as solugóes constantes da equacáo. ш 
dx 
dt 


constante, pois h (x) = 4 + x2nàoadmiteraizreal ш 


EXEMPLO 2. A equacáo 


Э 
== 4 + as náo admite solugáo 


Exercicios 14.3 


Determine, caso existam, as soluções constantes. 
dx 2 


dt 


dx 
dt 
dx 
dt 


3, 


5. 


144. SOLUÇÕES NÃO CONSTANTES 


O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstragáo 6 deixada para о 
Apéndice 4 nos será útil na determinação das soluções não constantes. 


Teorema. Seja a equação 


dx 
— =g (h 
D az 


em que g e h são definidas em intervalos abertos 7] e /2, respectivamente, 
com g continua em I| e h' contínua em 12. Nestas condições, se x = x (0), t 


€ 1, for solução não constante de (1), então, para todo t em Г, h (x (0) #0. 


Vejamos, então, como determinar as soluções não constantes de (1), supondo 
que g e Л satisfacam as condicóes do teorema anterior. 

Suponhamos que x = х (1), t € I, seja uma solução nào constante de (Т); 
assim, para todo tem 1, 


x'(0) = g (Ò h (x (0) 


ou 


x'(1) 
———— = g(t). 
Ф h(x (t)) 80) 


Seja J= {x (f) | t € I}; J é um intervalo, pois x = x (/) é contínua. Observe 


que para todo x em J, h (x) 4 0. A função -------- sendo contínua em J 


h(x) 
1 


h(x) 


4 
admite uma primitiva A (x), neste intervalo: H (x) = 


x € J. Segue que, para todo t em /, 


p М 0, 
А [Н 000) = 3 (x (£)) 


Resulta de 2) e (3) que, para todo t em Г, 


(4) ІН (x (ÐI = g (0). 


Sendo С (1) uma primitiva de g em Z, segue de (1) que existe uma constante k 
tal que, para todo tem 7, 


(9 H (x (p) = G (t) + k. 


Como h (x) # 0 em J e pelo fato de Л ser contínua, segue que 


h (x) 


mantém o mesmo sinal em J, logo, H é estritamente crescente ou estritamente 
decrescente em J e, portanto, inversível. Sendo € a funçào inversa de H em J, 
resulta de 6) que 


x (0) =%(G (D) + k), t € I. 
Por outro lado, deixamos a seu cargo verificar que toda funçào do tipo 


x (0) 2 (G (i) +) 


= 
h (x) 


intervalo em que Л (x) £0, С (f) uma primitiva de g (0) num intervalo / C Дек 


é solução de CD, onde Ж é a inversa de uma primitiva de m 


uma constante. 


14.5. MÉTODO PRÁTICO PARA DETERMINAR AS SOLUÇÕES NÃO 
CONSTANTES 


Seja a equacáo 


dx 
— =g(t)h(x) 
O zs 


com 6 e Л nas condigóes do teorema da segáo anterior О quadro que 
apresentamos a seguir fornece-nos um roteiro prático para determinar as 
solucóes nào constantes de O. 


dx 
— = g (t) h (x) 
dt 5 


ах Р + 
—— = g (f) dt (separação das variáveis) 
h (x) 


| ee] 2 (t) dt 
һ (х) 


H(x)=G(0+k 


EXEMPLO 1. Resolva a equagáo 


dx _ 2 
dt 


Solução 
Inicialmente, vamos determinar as soluções constantes. 
һ(х)=х?;х^=0 Ф=х=0. 


Assim, x (f) = 0 é a única solugáo constante. 
Vamos, agora, determinar as soluções não constantes. 


dt 
= = t dt 
x" 


Como g (f) = t e h' (x) = 2x são continuas resulta 


x (f) = ——— — (k constante) 
i? + 2k 


é a familia das solugóes da equagáo. 


х(4) 


EXEMPLO 2. Com relagáo а equagáo do exemplo anterior, determine а solugáo 
que satisfaga a condigáo inicial dada. 


9 x()=0 
') x(0)=1 
) x(0)=-1 
Solução 


1) Asolugáo constante x (1) = 0 satisfaza condição inicial x (1) = 0. 
) —2 

b) x (t) = ———— ex(0)= 1. 
t^ + 2k 


Assim, 


ж? 


іш----- 
02 + 2k 


Segue que 


ой k= —1. 


um intervalo; no caso em questão, tomamos 
үн A 2 ©. t < ^/ 2 Š pois o domínio deve conter {= 0.) 

-— 
с) x (f) = = 


S pep --1. 


Segue que 


satisfaza condigáo inicial dada. ш 


d 2 
EXEMPLO 3. Resolva — ХІ — 


4 


x (t) = Оба única solução constante. 


Solucáo 


Determinemos, agora, as solugóes nào constantes. 


— = 2 dt 

№ 

ах 

— = | 124 
x 


k 2 
я g3 
в 
Ixl= k e3 , k > 0 (ko = eH). 
Se х » 0, 
3 3 


г г 
х= k e3 езех<0,х--і2е3, 


3 


segue que X = К е 3 sk + 0 real qualquer. Рага k = 0, temos a 
solução constante x (1) = 0. Assim 


в 


х(ї= ke? ,kreal, 
é a família das soluções da equação. ш 


EXEMPLO 4. Determine a função y = f (x) tal que f (1) = 1 e que goza da 
propriedade: o coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x é igual 
ao produto das coordenadas do ponto de tangência. 


Solução 


Para todo x no domínio de fdevemos ter 


Јо) = xfa). 
Assim, а fungáo procurada ё solugáo da equagáo 
dy 
— = XY. 
dx 


Temos 


9 
х= 


2 


Inlyl = + k 


Рага ff == — — а condiçào у = 1 para x = 1 estará satisfeita. 
` 
pum 
Assim, a função procurada é 


EXEMPLO 5. Determine o tempo necessário para se esvaziar um tanque 
cilíndrico de raio 2 m e altura 5 m, cheio de água, admitindo que a água se escoe 
através de um orifício, situado na base do tanque, de raio 0,1 т, com uma 


velocidade u= 4 2gh m/s, sendo h a altura da água no 


tanque e g= 10 m/s? 


a aceleração gravitacional. 
Solução 


Seja Л = h (D a altura da água no instante 1. O volume V = V (1) de água no 
tanque no instante / será 


V (à = Ax h (1) 


e assim 


0) — = 4r — 


Рог outro lado, supondo A? suficientemente pequeno, o volume de арпа que 
passa pelo orifício entre os instantes ѓе / + At é aproximadamente igual ао 


volume de um cilindro de base л? (ғ raio do orifício) e altura v (f) At (observe 
que а água que no instante / está saindo pelo orifício, no instante / + At se 
encontrará, aproximadamente, a uma distância v (1) At do orifício, onde v (f) é a 
velocidade, no instante /, com que а água está deixando o tanque). Entáo, na 
variação de tempo At, a variação AV no volume de água será 


=-0 (0 л? At. 
É razoável, entáo, admitir que a diferencial de V — V (1) seja dada por 
dV =» (D zr2 dt 


ou que 


5 
— = —v(t) тг 
O dt 


De (D е Q resulta 


4т ES = —y (f) т^ 


й 
Sendo „= /20һ е г= 0.1 ^ resulta que a altura h = 


h (f) da água no tanque é regida pela equação 


4 m s —0.01 420A, h > 0. 
dt 


Temos 


400 


К. Авсан | dt 
0h 


үл = —f + k. 


De h (0) = 5, resulta К = 400. Assim 


5 
h= > (-1+ 400). 
4002 


O tempo necessário para esvaziar o tanque será entáo de 400 segundos ou 6 
min40s. m 


EXEMPLO 6. Uma partícula move-se sobre o eixo х com aceleragáo 
proporcional ao quadrado da velocidade. Sabe-se que no instante ; — 0 a 
velocidade é de 2 m/s e, no instante /- 1, 1 m/s. 


1) Determine v = p (0, t> 0. 
) Determine a função de posição supondo x (0) = 


Solução 


9 O movimento é regido pela equação 


dv ^5 
— = qu” 


dt 


em que a é a constante de proporcionalidade. 


ЕК; NC 
== = > 


- 


2 


Б; 


Е 
| ах = 141 dt 
x-2ln(l1* f) * K. 
Tomando-se k = 0, a condição inicial x (0) = 0 estará satisfeita. Assim, 
х()-211(1-0. m 


Exercícios 14.5 


1. Resolva 


dt 


x0 


du v dx tx 
п)-----.и>0 0). === = 
du и? d 1+1 
ау т т 
р) == = соу, -= < y<— 
dx 2 2 
dy 2 т 37 du 2 
r) — = cos“ у — < y < — 5) —=4-и 
ах 2 ' 2 dt 
aw С ах 
t) = — (C constante) u) р = ax (x + 2) (a constante) 
ü 


ау 


Determine у = y (x) que satisfaga as condicóes dadas. 
dy ' dy 
a) < =ey0)=1 b 2 
dx dx 


3 
y – 4еу(1) = 2 


dy 1 dy 
о L=3 ey 0)= aL =y-4ey(0)=1 
dx 2 dx 


Suponha que V 


dV ^ V 
dp y 


para p = pj, mostre que Ир = V1Yp1, para todo p > 0. 


V (p. p > 0, satisfaça a equação 


(y constante). Admitindo que V = Vi, V1 > 0, 


O coeficiente angular da reta tangente, no ponto de abscissa x, ao gráfico 
de y = f(x), é proporcional ao cubo da ordenada do ponto de tangéncia. 


Sabendo que (0) = 1 e f( 1 ) = „determine f: 


y 2 


Um corpo de massa 10 kg é abandonado a uma certa altura. Sabe-se que 
as únicas forgas atuando sobre ele sáo o seu peso e uma forga de 
resisténcia proporcional á velocidade. Admitindo-se que 1 segundo após 
ter sido abandonado a sua velocidade é de 8 m/s, determine a velocidade 
no instante  (suponha a aceleração da gravidade igual a 10 m/s?). 

Areta tangente ao gráfico de y = f(x), no ponto (x, y), intercepta o eixo y 
no ponto de ordenada xy. Determine f'sabendo que /(1) = 1. 


Determine a curva que passa por (1, 2) e cuja reta tangente em (x, y) 
intercepta o eixo x no ponto de abscissa —— , 


г 


- 


Um corpo de massa 70 kg cai do repouso e as únicas forgas atuando 
sobre ele sáo o seu peso e uma forga de resisténcia proporcional ao 
quadrado da velocidade. Admitindo-se que 1 segundo após o início da 
queda a sua velocidade é de 8 m/s, determine a velocidade no instante 1. 


(Suponha a aceleragáo da gravidade igual a 10 m/s2.) 


Para todo a > 0, o gráfico de y = f (x) intercepta ortogonalmente a curva 


10. 


2 


х + 2y?= 


a. Determine fsabendo que /(1) = 2. 


Para todo а > 0, o gráfico de y = f(x) intercepta ortogonalmente a curva 
xy = a, x > 0. Determine f'supondo f (2) = 3. 


. Determine uma curva que passa pelo ponto (0, 2) e que goza da 


propriedade: a reta tangente no ponto (x, y) encontra o eixo x no ponto A, 
de abscissa > 0, de tal modo que a distáncia de (x, y) a 4 é sempre 2. 


у 

Verifique que a mudança de variável |) = --- transforma а 
X 

dy y 


equagáo - ----------- na de variáveis separáveis 
dx x+y 
5 “ 
du и“ 
— рф. Determine, então, soluções 


ах (1l + u) x 
dy y 


dx x+y 


(па forma implícita) da equagáo 


Determine soluções da equação - = = 


(Sugestáo: Olhe para о Exercício 12.) 


. Verifique que a mudanga de variável и = y — x transforma a equagáo 


dy 2 
— = ( у- x) na de variáveis | separáveis 
dx 


du 


dx 


equação. 


— и — 1 Determine, entáo, solugóes da primeira 


14.6. EQ UAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1.* ORDEM 


Por uma equação diferencial linear de 1.ºordem entendemos uma equação do 
tipo 


dx 7 
© olxg(n-f(f 
dt 


em que ge fsáo funções dadas, contínuas e definidas num mesmo intervalo 7. 


а. 
EXEMPLO 1. = xt + | é linear de 12 ordem; aqui g () = te 


dt 


/(д=1. m 


ах 2 


EXEMPLO 2. — = YÍ é linear de 1% ordem (é também de 


dt 


variáveis separáveis); aqui g (1) = 2 е/(й-0. m 


ах 


Э 
EXEMPLO 3. ——_ == 5 Y + sen Ї náo € linear (também 


di 


náo é de variáveis separáveis). 


Observe que na equagáo linear, tanto a variável dependente como sua 
derivada ocorrem com grau 1. 

Se f (t) = 0 em 1, a equação (D é de variáveis separáveis e a solução geral 
será 


x= ке00 (k e R) 


em que G é uma primitiva de g em /. Por simplicidade, escreveremos 


мэр "EO dt (к Є В) 
em que Fe (1) а estará representando, entáo, uma particular 


primitiva de g. ш 


dx 


EXEMPLO 4. Resolva a equação = ЖІ” 


4 


Solução 


Trata-se de uma equação de 1.º ordem, linear e de variáveis separáveis. A 
solução geral é 


x = ke 


ou 


x=ke3. 
Vamos, agora, resolver (D по caso em que f(1) nào é identicamente пша em 


I. Observamos, inicialmente, que 


4 гхе 1804 у. ж fed = 


dt dt 
1 E LI Ф| сізде 


xg 1804 - 


Isto é, 


LC |%- " 12 1804 
а а 


А igualdade acima nos indica um caminho para obtermos a solugáo geral de 
(D no caso em que f (D não é identicamente nula em 1. Temos que (D é 
equivalente a 


dx 
— —x2g(0=f(0. 
p g (f) = f 


180 


Multiplicando os dois membros pelo fator integrante Е ^ 
obtemos 


ES " йй | #04 = Ame 1804 
4 

"as е7 1804 
а! 


j= 0 47180084 


ааа... FO 21504 


хө! 048 4,150 | цууг! а KER) 


ын é a família das soluções da equação 1)... m 
fórmula acima, 


n dt e ero e ІҢ ІР indicam 


e (йе е1504 


respectivamente. 


EXEMPLO 5. Resolva a equagáo 


= 3x + 4. 


dt 


Solução 


Aqu g () = 3 e f (ù = 4. О fator integrante é 


DD dt 2 ГЕ 


ой 


4 
x= кез! — —, 
3 


É claro que vocé poderia ter aplicado diretamente a fórmula obtida 
anteriormente. ш 


Exercicios 14.6 


1. Resolva. 


а) —=-x+2 
di 
dx 

c) — —xsent 
dt 
dy 

e) —=x—y 
dx 
dx 


х + зеп! 


Y 
| 
I 


di 
DE q— = = ығ%,9-; 
dt c 


Suponha E, R е L constantes nào nulas. Determine a solugáo i = i (1) do 
problema 


di | 
L—+Ri=E 
dt 


i (0) —0 


Um objeto aquecido а 100°С é colocado em um quarto a uma 
temperatura ambiente de 20°С; um minuto após a temperatura do objeto 
passa a 90°С. Admitindo (/ei de resfriamento de Newton) que a 
temperatura 7= Т(/) do objeto esteja variando a uma taxa proporcional 
à diferenga entre a temperatura do objeto e a do quarto, isto €, 


dT 
— = a (T — 20) (a constante) 


dt 


determine a temperatura do objeto no instante г. (Suponha t dado em 
minutos.) 


5. Um investidor aplica seu dinheiro em uma instituigáo financeira que 
remunera о capital investido de acordo com а equação 


dC 


а) Supondo que o capital investido no instante {= 0 seja CQ, determine o 
valor do capital aplicado no instante 1. 


b) Qual o rendimento mensal que o investidor está auferindo? (Suponha t 
dado em meses.) 


6. ас 


Um capital C = C (f) está crescendo a uma taxa 
dt 


С. Sabe-se que o valor do capital no instante t = 0 era de R$ 20.000 e 1 
ano após, R$ 60.000. Determine o valor do capital no instante 1. (Suponha 
t dado em anos.) 


proporcional a 


dm 
dt 


т, em que т = m (f) é a quantidade de matéria no instante 1. Supondo que 
a quantidade inicial (em {= 0) de matéria seja mg e que 10 anos após já 


Um material radioativo se desintegra a uma taxa proporcional a 


tenha se desintegrado 1 da quantidade inicial, pede-se о tempo 


necessário para que metade da quantidade inicial se desintegre. 

Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com aceleragáo proporcional á 
velocidade. Admitindo-se que о (0) = 3, v (1) = 2e x (0) = 0, determine a 
posição da partícula no instante t. 

Determine a função y = f(x), x > 0, cujo gráfico passa pelo ponto (1, 2) e 
que goza da propriedade: a área do triángulo de vértices (0, 0), (x, y) e (0, 
m), m > 0 € igual a 1, para todo (x, y) no gráfico de f, em que (0, m) é a 
intersegáo da reta tangente em (x, y) com o eixo y. 


15 


TEOREMAS РЕ ROLLE, DO VALOR MÉDIO E РЕ CAUCHY 


15.1. TEOREMA DE ROLLE 


Teorema (de Rolle). Se f for continua em (а, b], derivável em Ja, b[ e (а) 
= f (b), então existirá pelo menos um c em Ja, b| tal que f (c) = 0. 


Demonstração 


Se f for constante em (а, b], então f (x) = 0 em Ja, Б; logo, existirá с em Ja, 
b| tal que f (c) = 0. Suponhamos, então, que f não seja constante em (а, b]. Como 
fé contínua no intervalo fechado (а, b], pelo teorema de Weierstrass, existem x 


e xo em [a, b], tais que f(x1) e f(x2) são, respectivamente, os valores máximo е 
mínimo de fem (а, b]. Como f(x 1) #/ (х2), pois estamos supondo f não constante 
em [a, b], segue que x] ou х2 pertence a |а, b[ (estamos usando aqui a hipótese f 
(а) =f(b)), daí f (x1) = 0 ou f (x2) = 0. Portanto, existe c em Ja, b| tal que f (c) 
=0. m 


Exercicios 15.1 


Prove que entre duas raízes consecutivas de uma fungáo polinomial / 
existe pelo menos uma raiz de /'. 


Suponha f derivável em R. Prove que entre duas raízes consecutivas de f 
há, no máximo, uma raiz de f. 


Sejam fe g contínuas em (а, b] e deriváveis em Ja, b[, com g (x) 40 em 
[a, b]. Suponha, ainda, que f (а) = g (a) e f (b) = g (b). Prove que existe c 
em Ja, b[ tal que f (с) g (c) =f(c) g' (с). 


Suponha f'contínua em [a, b], derivável em Ja, b[ e tal que f(a) = f(b) = 
0. Suponha, ainda, que 0 « a. Prove que existe c em (а, b[ tal que 


FC) 


Т ( с) = DLL | Interprete geometricamente. 

C 
Prove que se 
40 а) аһ 


— + — +... + — = Q, m ар 
1 2 nl 


+ aqx +... + арх”! = 0 tem pelo menos uma raiz em 10, 1[. 


Suponha fderivável até a 2.º ordem em Re tal que 


[f "(x) + x f'(x) = f(x) para todo x 


< 


| f (а) = f (b) = 0 (а < b dados). 


Prove que f(x) = 0 em [a, b]. 


Suponha f contínua em (а, b] е derivável até a 2.º ordem em Ja, bl. 
Sejam xq, x] e x2 pontos de Га, b], com xp < х] < x2, e tais que f (x0) = / 
(x1) = f(x2) = 0. Prove que existe pelo menos um c em Ja, b[ tal que f” 
(c) = 0. 


Suponha f contínua em (а, b] e derivável até a 3.º ordem em Ja, b[. 


2 


Sejam xq, x1, x2 e x3 pontos de Га, b], com хо < x] < x^ < x3, е tais que 


/(хо) = f (x1) = f(x2) = f(x3) = 0. Prove que existe pelo menos um с 
em Ja, b[ tal que f” (с) = 0. Generalize. 


Suponha f contínua em (а, b] e derivável até a 3.º ordem em Ja, bl. 
Sejam xq, x] e x2 pontos de (а, b], com хи < хі < x2, e P (x) o 


polinômio de grau no máximo 2 e, portanto, da forma P (x) = ag х2 + al 
x + ao, tais que 


P (хо) = f(x0), P (x1) = f(x) e P (2) = f(x2). 
Seja z um ponto de (а, b], com z € (x, x1, x2) e seja ао número real tal 
que 


ЈО) =P E) + (z х0) (z — x1) (z — x2) а. 


Prove que existe pelo menos um с em |а, Ы tal que 
o РРР 
FT 4C) 

Ш-- E 

1! 


(Sugestáo: Considere а fungáo 
Јо) = f@) =P (х)— (x — хо) (х хр) @ 12) a 


e aplique o exercício anterior.) 


10. Nas condições do exercício anterior, prove que, para cada x em (а, b], 


f(x) 


Р(х) = 


existe pelo menos um c em Ja, b[ tal que 


em (e) 
= Р(х) + Ie хо) (x — x) (x — x5). 


Generalize. (Observação. O polinômio P (x) acima denomina-se 
polinômio interpolador de f(x) relativo aos pontos хү), x] e хә e pode ser 


obtido rapidamente pela fórmula 


(x — xp (x — x) (x — х0) (x — x2) (x — xo) (x — хі) 


f (хо) + fx) + fon 
(хо — x1) (Xo — x2) (x| — xo) (ху — x2) (x2 — хо) (x2 — x1) 


devida ao matemático italiano J. L. Lagrange (1736-1813).) 


15.2. TEOREMADO VALOR MÉDIO 


Seja fuma função definida em Га, b]. Consideremos a função 5 dada por 
f (b) — f (a) 


b—a 


$ (х) = f (a) + (x — a). 


O gráfico de S é a reta passando pelos pontos (a, f (a)) e (b, f (b)). Na 
demonstragáo do ТУМ iremos utilizar a fungáo dada por 


g œ) = f(x) - 5 (х), x em [a, b]. 


Observe que g (a) = g (b) = 0. 


Teorema (do valor médio — ТИМ). Se f for contínua em (а, b] e derivável 
em Ja, b[, então existirá pelo menos um c em Ja, b| tal que 


Sb) - f(a) =Л (c) (5- a). 


L—— —_— ———_—— 


Demonstração 


Seja g função dada por 
8 (х) = (0) - S (х), хет [a, b] 


Como g é contínua em (а, b], derivável em Ja, b[ e g (a) = g (b), pelo 
teorema de Rolle existe с em (а, b[ tal que g' (с) = 0. Temos 


g wD =F (х) – 5 wes (х) = LO- SA, 
ba 


Assim, 


| f(b)-f(a) 
— а 


g ' (x) = f ' (x) 


_ F (b) — Ж (а) _ 
b—a 


g' (c) = f' (с) 0. 


Portanto, 


J(b)-/(a)=f (с) (0-а). т 


Exercícios 15.2 


1. Sejam / um intervalo, fuma fungáo contínua em / e tal que | /(x) | <M 
para todo x no interior de 7, em que М > 0 é um real fixo. Prove que 
quaisquer que sejam x e y em 7 


Ife) -fo)| SM|Ix-yl. 
2. Prove que quaisquer que sejam s e tem [1, -oo[ 
|Ins- Inz|2]| s—- t|. 


3. Sejam a « b dois reais dados. Prove que 


е 5. га А 
“ж; 
b=a 
4. Prove que quaisquer que sejam a e b, a < b, 
arctg b — arctg a < b — a. 
Conclua que para todo x > 0 


arctg x < x. 


5. Sejaf:R — Ruma função. Dizemos que xq é um ponto fixo de fse f (xQ) 
= х0. 


4) Determine os pontos fixos de f(x) = x2- 3x. 


D) f(x) = x2 1 admite ponto fixo? 
c) Mostre que f'terá ponto fixo se o gráfico de finterceptar a reta у = x. 
6. Sejaf:R — Re suponha que f (x) Z 1 para todo x. Prove que f admitirá 


no máximo um ponto fixo. 


7. Suponha que g (1) seja uma primitiva de f (f) em (0, 1], isto é, para todo г 
em (0, 1], g' (f) = f(t). Suponha, ainda, que /(f) < 1 em 10, 1[. Prove que 


g() - g (0) < tem 10,11. 


8. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = ф(ї). 
Sabe-se que p(0) = 0 e y (1) = 1, isto é, nos instantes 0 e 1 a partícula 
encontra-se, respectivamente, nas posições x = 0 e x = 1. Prove que em 
algum instante c, 0 < c < 1, v (c) > 1. (Sugestão: Observe que о” (t) = v 
(f) em (0, 1] e utilize o exercício anterior.) 


15.3. TEOREMADE CAUCHY 


Para motivar geometricamente o teorema de Cauchy, vamos, inicialmente, 
definir reta tangente a uma curva em 82, 
Por uma curva ет &2 entendemos uma função que а cada / pertencente a 


um intervalo 7 associa um ponto (g (0), f (0) em R2, em que fe g são funções 


reais definidas em /. Dizemos que, 


Б = g (t) 


m 
— 


ly = f (t) ; 


sào as едиасбев paramétricas da curva. 


EXEMPLO 1. Seja a curva de equações paramétricas x = Бу = 2, tem R. 


Quando t varia em R, o ponto (t, 2) descreve a parábola y = x2. 


y 


EXEMPLO 2. Seja a curva de equações paramétricas x = cos f, y = sen t com t 
е (0, 2л]. Quando + varia em (0, 27], o ponto (cos 1, sen 1) descreve а 


circunferência x2 + y? =1. 


(cos t, sen t) 


Suponhamos, agora, fe g deriváveis em /, 4) € Ге g' (tp) # 0. Vamos definir 
reta tangente à curva no ponto (g (tp), f (19)). 


E t, а,» 


\ 


(g (t), f (0) 


O coeficiente angular da reta secante s; é 


f (t) — f (to). 
8 (t) — g (to) 


Nada mais natural do que definir o coeficiente angular da reta tangente à 
curva no ponto (g (10), f (19)) igual a 


itu (у= (to) 
гә 8 (1)— 8 (to) 


Temos: 
fO = f) 
lim JG) — f (to) _ lim t — 10 = £ (0). 
1-1, 80-8 (0) гә 8 (0) — 8 (fo) в' (fo) 
t — to 


Definimos, então, a reta tangente à curva em (g (10), f (t9)) como a reta que 


Л’ (to) 
' (to) 


da reta tangente à curva em (g (to) (to). f (t0)) é então 


passa por esse ponto e que tem coeficiente angular , A equação 


ЙГ 
(10) 


Ге 


Suponhamos, agora, fe g continuas em (а, b], deriváveis em Ja, b[ e g (9 #0 
em Ja, b[. Observe que as condições apresentadas anteriormente implicam g (a) 


+8 (b). 


g(a) glc) ғ (b) 
Г ()-- 7 (a) 


O coeficiente angular da reta Sé = 


8 (b) — 2 (a) 


Vemos, geometricamente, que existe um ponto (g (c), f(c)) tal que a tangente 
, r. 
f ©) 
neste ponto é paralela à reta S. O coeficiente angular de Té — p 2 
, r» 
g (c) 


Então, para este c, 


8(5)-8(а) 2 (с) 


Teorema (de Cauchy). Se fe g forem continuas em [a, b] e deriváveis em 
Ja, b[, então existirá pelo menos um c em Ja, b| tal que 


70) — f(a)] 2' (с) = [g (b) - g(a)]f(c) 
f(b)— fla) | f'(c) 
g(b)— g(a) g'(c) 


„50 gb) Fgla) e g' (c) + 


Demonstração 


Seja h (x) = (b) - f(a)] 8 (х) - [g (b) = g (а)]/(х),х € la, b]. 


h é contínua em (а, b] e derivável em Ja, b[ 


h(a) = h(b) (verifique). 
Pelo teorema de Rolle, existe c em Ja, b| tal que л’ (c) = 0, daí 
Lf) — f(a)] g Co) – [g (b) - g (a)]f(c) = 0 


ou seja, 


1765) = Л@)] в'(с) =[g(b) -g(a)]/ (с). m 


Observacáo. Fazendo, no teorema acima, g (x) = x, obtemos о ТУМ. 
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FÓRMULADE TAYLOR 


16.1. APROXIMAÇÃO LOCALDE UMA FUNÇÃO DIFERENCIÁ VEL 
POR UMA FUNÇÃO AFIM 
Seja fuma função derivável em xo e seja T dada por 


TO) =f(x0) + f (х0) (x — хо). 


O gráfico de Té a reta tangente ao gráfico de fem (хо), f (xQ)). 


f 


Para cada x € Df seja E (x) o erro que se comete na aproximação de f (x) 
por T (x): 


9) f (x) = f (xo) + f’ (хо) (x — xo) + E (x), x € Dr. 
LN) бо ха) 
Т (х) 


Observe que, рага x #х(). 
E(x) _ /(х)—/(%)_ 
X — XQ X — XQ 


daí 


Г’ (хо) 


lim EQ) = 0 
X> Xy X — X0 
ou seja: quando x — xq, o erro E (x) tende a zero mais rapidamente que (x — хо). 
А função 
То) = f(x0) + f (xo) (x — х0) 


é a única função айт que goza da propriedade de o erro E (x) tender a zero mais 
rapidamente que (x — хо). De fato, se 5 (х) = f (xp) + m (x — xp) for uma função 
afim passando рог (xo, /(х0)) tal que 


f(x) = f(xg) + m (x хо) + Е (a), х € Df 


: Ej (х) 
агаа ЛИП CONS 


хм X — X0 
f (хо). (Verifique.) 


— 0. entáo necessariamente m — 


Segue que, se f for derivável em xq, 
То) = f(x0) + f (xo) (x — хо) 


é a funçào afim que melhor aproxima localmente a fem volta de хо. 


A função T acima é uma função polinomial de grau no máximo 1; será do 
grau 1 se /(х0) £ 0. Assim, Té o polinômio de grau no máximo 1 que melhor 


aproxima localmente a fem volta de хо. 


Observe que os valores de fe T em xq sáo iguais, bem como оз de suas 
derivadas: 


/(х0) = Т(хо) е (хо) = T (xo). 
O polinómio 
P (x) = f(x0) + f (xo) (x — х0) 


denomina-se polinômio de Taylor de ordem 1 de fem volta de хо). 


O próximo teorema fornece-nos uma expressáo para о erro Ё (x), que 
aparece em (1) em termos da derivada 2.º de f. 


Teorema. Seja f'derivável até а 2.º ordem no intervalo / e sejam x, xy € 


I. Entào, existe pelo menos um X no intervalo aberto de extremos x e x() tal 
que 


тү 


š : = (х) 
J @) = f (xg) + f (xo) (x — хо) + 1 (x9 2, 


E (x) 


Demonstração 
Е (x) = SE) — [/(x0) + f (хо) (xz — x0)]. 
Assim, 
Е (x0) = 0 e E' (xo) = 0. 
(Observe que E' (x) = f (x) — f (x0), pois f (xo) e / (xo) são constantes.) 
Seja h (x) = (x — х0)2; segue que 
h (ху) = 0 e h' (хо) = 0. 


Temos 


E(x) _ Е(х)— EQ). 
h(x) һ(х)— h (хо) 
Pelo teorema de Cauchy, existe Х| no intervalo de extremos хү e x tal que 
Е(х) EED 
h(x) (хі) 


Tendo em vista E'(x0) = М(х) = 0 
E(x) Е ЕЯ) = E'(x0) | 
h(x) h(i) = h'(xp) 


Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe Х| no intervalo aberto de 


Е (х) _ E"(x) 
h(x)  Rh"(x) 


Como E"(x) = f(x) e й"(х) = 2 


Portanto, 


"az 
y (Ку 22 
= ям de 
E (x) 9 —Z— (x — xo) 
2 
para algum X no intervalo aberto de extremos x exp. ш 
EXEMPLO 1. Seja f derivável até а 2.º ordem no intervalo / е seja xy € 7. 


Suponha que existe M > 0 tal que | /(х) | € M para todo x € /. Prove que para 
todo x em 7 


ГО = P a) < s*y- x; 
2 
em que P (x) = f (x0) + (х0) (x х0). 
Solução 


De acordo com o teorema, existe x entre x e xq tal que 


17-Р (x) | = пи À (x 30)? 


ou 


ро) = Р(ді- E IFE) Mx — xo É 


If) — P a) | = Е Ix хоё, x € L п 


EXEMPLO 2. Avalie In 1,003. 
Solucáo 


Seja f(x) = In x. О polinómio de Taylor, de ordem 1, de fem volta de xo — 1 


Р(х) =) +70) к-р) 
е como, f(1) = 0 e f (1) = 1, resulta 
Р(х) = х - 1. 
Assim, 
F(1,003) = P (1,003) 
ой 
Іп 1,003 = 0,003. 
Interprete graficamente este resultado. 


Avaliação do erro 


ж 1 " 
f (x)2-—ef (x = ——- 
X x^ 


(х) | < 1 para x > 1. 


Pelo exemplo anterior, 


РО) - Р(х)1< ; [x= 1 ix m 1 


|f (1,003) — P (1,003) | < 0,0000045. 


Assim, o módulo do erro cometido na aproximação 


Іп 1,003 = 0,003 


é inferior a 1075, Observe que 0,003 é um valor aproximado por excesso (faga 
os gráficos de fe de Ре confira). ш 


Exercicios 16.1 


1. Calcule o polinómio de Taylor de ordem 1 da fungáo dada, em volta de 


xq dado. 

afa = 4x, Xp =1 b) f (x) = sen х, x97 0 

оғо) = Хх, =8 d) fO) = x = 0 

e) f (x) = cos 3x, ху = 0 Dto = .X9 = 0. 
ЖЖ 


2. Calcule um valor aproximado e avalie o erro. 


? 44,001 
93/32,002 


с) веп 0,02 
а) ¿0,001 


е) cos 0,01 
f) In 0,99 


162. POLINÓMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2 


Vimos que o polinómio de Taylor, de ordem 1, de fem volta de xq, tem em 
comum com fo valor em хү e o valor da derivada em хо). 
Suponhamos que f tenha derivadas até а 2.º ordem no intervalo / e seja xy € 


I. Vamos procurar o polinómio P, de grau no máximo 2, que tenha em comum 
com fo valor em хү, o valor da derivada 1.* em х e o valor da derivada 2.º em 


хо. Queremos, entáo, determinar P, de grau no máximo 2, tal que 


Гоо) = P (xg). f (х0) = P' (xo) e (x9) = P"Gro. 


Podemos procurar Р da forma 
Р(х) = 40+ 41 (x — x0) + 42 (x = x0)2. 
Como P (xp) = 40. devemos ter A0 = f (x0). 


P'(x) = Al + 2A2 (x — xo) 


P"(x) = 242. 


Daí, P' (хо) = 41 e P"(xp) = 2A2. Segue que devemos ter 


41 =f (о) 
e 
2А, = f"(xy) ой A, = 2 f" (xo). 
2 ` "U de n zu 
- 
O polinómio procurado 6 entáo 
O P (x) = f(xg) + f (xo) (x — xg) + гоо, = ху. 


O polinómio (1) denomina-se polinómio de Taylor, de ordem 2, de fem volta de 
XQ. 

Observe que fe P admitem a mesma reta tangente em (хо), f (х0)). Como P" 
(х0) -/ (хо), segue que se f(xp) #0 e f" contínua em хү, para x próximo de xo, 
os gráficos de fe P apresentam concavidades com mesmo sentido. É razoável 
esperar, entáo, que, para x suficientemente próximo de хү, o polinómio de Tay lor 


de ordem 2 aproxime melhor fdo que o polinômio de Tay lor de ordem 1. 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = e*. Determine os polinómios de Taylor, de ordens 1 e 
2, de fem volta de x( = 0. Esboce os gráficos de fe dos polinómios. 


Solução 


Indiquemos por P, e Ру os polinômios pedidos. 


Temos 


Pj (x) -f(0) * f (0) (x — 0) 


P> (x) = f (0) + f'(0) (x — 0) + DO (x — 02. 


< 


De f (x) = f(x) = еу, segue f (0) = /"(0) = 1. 
Assim, 


Р1 (х) =1+х 


P, (x)=1+x+ 2, 


Seja P o polinômio de Taylor, de ordem 2, de fem volta de xo. Para cada x 
em Dg seja E (x) o erro que se comete na aproximação de f(x) por P (x). 


Assim, para todo x em Df 


f G) = f(x) + f'(xo) (x — Xp) + Í (хо) (x — x9 + Е(х) 


ой 
ЕС) = fü) — Ї (хо) + (хо) (x — x9) + ш (х- ху)? | 


Temos: 
Е'(х) = f'(x) — Lf (хо) + f"(xg) (x — x] 
E"(x) = f"(x) — f") 
E"(x) = f"(x). 
Assim, 
E (x9) = E' (x9) = E"(xQ) = 0. 
O próximo teorema fornece-nos uma expressáo para o erro E (x) em termos 


da derivada de 3.º ordem de f: 


Teorema. Seja f derivável até a 3.º ordem no intervalo / e sejam хү), x em 


I. Entáo, existe pelo menos um X entre x e xq tal que 


{х= (х= хо)? 


GQ) mad x) 
2 


fO) = Го) + f '(x0) (x — xo) + x 


Е (x) 


Demonstração 


E (x0) = E' (x9) = E”(x0) = 0 e Е"(х) = f(x). 


Sendo л (x) = (x — xp), 
h (xg) = h (x9) = h (хо) = Oe h"(x) = 6= 31 


Temos 


Е (х) = E (x) — E (хо) 
h (x) h(x)— h (xo) 


Pelo teorema de Cauchy existe Х| entre x e xo tal que 
E (x) Ех) 
h(x) h'(x) 


ba 
E (x) _ Е'(х\)— E'(xo) 
h (x) Е һ'(хү) — h'(xo) | 
Pelo teorema de Cauchy, existe J ente soe X] aae 
E (x) E") 
h(x) h") 
EE Es 
E (x)  E'(x2)— E"(xo) 
h(x) _һ"(х))— h"(xg) 
Novamente, pelo ora de Cont exis драме р ел nu 
EQ) _ E"G) 
h(x) NG). 


Сото 
EM х = х eh” х =з! 


12463) | | 3 
Е (х) = E m (x — Xp)”. п 


EXEMPLO 2. Seja f derivável até а 3.º ordem no intervalo / е seja xy € /. 
Suponha que existe M > 0 tal que | f"(x) | € M para todo x em /. Prove que, para 
todo x em 1, 


M 3 
If. — P (x) IX г | x — xol 


onde 


9 
х0). 


Р(х) = (19) + f' (ху) (x — xg) + Lon (x — 


Solução 


De acordo com o teorema anterior 


: HR d (X) ТИ e 3 
If) = РодІі-і Ч (-хуіт rA (х) Их — xp! 
Daí, para todo x em 7, 

M 
IfG) РО)1< —-1х—х, P. п 


EXEMPLO 3. Calcule um valor aproximado para In 1,03 e avalie o erro. 
Solução 


Seja f(x) = In x. Vamos utilizar o polinômio de Tay lor de ordem 2 em volta de 
x97 1. 


5 


Р(х) =/(1)+]' )(х—1) + DO a- 1)2. 


De 
1 1 
f'Q)- —ef"(x) = ——.seguef' (1) = 1ef" (1) = -1. 
X x< 


Assim, 


PQ =" 15722132 Le- 1)? 


Biss ed) ДЕ 
2 
Temos 
In 1,03 = P (1,03) 
P (1,03) = 0,02955, 
logo 


In 1,03 = 0,02955. 


Avaliação do erro 


F т (х) — 


anterior, 


2 
3 


A assim, | f" (x) | < 2 para x > 1. Pelo exemplo 


X 


If ix) — Р(хіе = іх- 113, para x > 1. 


Segue que 


1f(1,03) — P (1,03)1« 


ou 
| (1,03) — P (1,03) | <0,000009. 
Assim, o módulo do erro cometido na aproximagáo 
In 1,03 = 0,02955 
é inferior a 10 5, (Observe: 0,000009 = 9 - 1076 < 1075.) 


Como, ara х > 1, 
БАЙХ 47 7982 142: (x — 1 y o 0, segue que 
! \ 


* 
0,02955 é uma aproximação por falta de ln 1,3. ш 


( 
EXEMPLO 4. Calcule um valor aproximado рага Y 7 9 е avalie о erro. 
. 


Solução 


Seja f(x) = — Ух. Vamos utilizar o polinómio de Taylor de 


ordem 2 em volta de хо = 2 


P) = /(®) + f'&) В) + LO x ey, 
1 2 
9 
f' (x) = 22 3 ӨГІЗІ NT 
3 9 


segue que 


1 1 =2 -1 


(= === ей (8) = с=з 
TO say 129 0) sas m 


Daí 


P -2+ 2 у: >i 
(x) (x ) 288 5 ) 


logo, 
Р (7,9) = 2 = ТЭ Зар s 


Assim, 


37,9 = 1,9916319. 


Avaliação do erro 


8 
10) == 
I" (x) = = ` 3 ou f" (x) = — 
27 V x8 


Neste problema, interessa-nos о intervalo de extremos 7,9 e 8. Como 1,83 = 
5,832 < 7,9, segue que, para todo x, 7,9 <х <8. 


31,83 < Ух 


е, portanto, 


(1.88 < 3/48 


E NETS 
27 Y x8 27 : (1,8) 


e, portanto, para 7,9 <x <8, 


5 3 
If) — Р(х) | < ——  -p Ix — 8i 
f(x) (x) 81- (1,8) x 


e daí 
-2 
Шш 2107 


17(7,9) - P(79)1 « — —— 
f 81-(1,8)8 


(Observe: 


1 
81 - (1,8) > 1.000 > — < 
81: (1.9) 


Deste modo, o módulo do erro cometido na aproximagáo 
3/7,9 = 1,9916319 


é inferior a 105. ш 


Observação. A escolha de 1,8 foi feita por inspeção. Poderiamos ter escolhido 


1,9, pois, (1,99 < 7,9. Com а escolha de 1,8 conseguimos um 


u»o[u- 25 tal que 
27 + (1,8) 


10 
—— < Мрага7,9 = x = 8, 
Ээ 3) 8 
27 V b 
o que nos permitiu utilizar o Exemplo 2. Evidentemente, quanto menor o M, 
menor será a majoragáo para o erro. Neste problema, a escolha de 1,9 seria 
preferível. Se tivéssemos escolhido 1,9, chegaríamos á conclusáo de que o erro 


If" (x)1= 


cometido na aproximagáo é, em realidade, inferior a 1076, Observe, ainda, que, 
para 7,9 x © 8. 


(дез Mest < 0, ° w 


mostra que 1,9916319 6 aproximagáo рог excesso. 

Seja f derivável até а 2.º ordem no intervalo Ге seja хү € Z. Seja E (x) o erro 
que se comete na aproximagáo de f(x) por P (x), em que P (x) é o polinómio de 
Tay lor de ordem 2 de fem volta de хо: 


f" (хо) 
> À 


FO) = То) + f ' (ху) (x хо) + (х хо)? + E (x). 


Vamos mostrar a seguir que, рага x — xq, о erro E (x) tende a zero mais 


rapidamente que (x — xp? De fato, 


л "(хо) 2 
Et) Ло) fao- f'(xo)(x — xp) — £9 - хо)? [2] 
lim у= lim 5 = = 
хх (Х- X9) x>x% (x — хо) 0 
Pela 1.º regra de L'Hospital 
Я Е (х) : "(Of (x9) — f£" (xo) (x — хо) 
lim >= lim f Г (x9) Л" Co p 
x> Хо (же x— Хо 2(x— хо) 
1ШИРЭ ' (x) = Г’ (хо) 
aou f Л’ (xo f" (хо) 
2 x3 Xo X — xo 
=0 


Assim, 


lim m m = 0. 
X — Хо Су) 


Provaremos а seguir que 


P (x) = f (xg) + f (х) (x — хо) + Lom (x 


2) 


= xo)” 


€ o único polinômio de grau no máximo 2 que goza da propriedade de o erro Е (x) 


tender a zero mais rapidamente que (x — хо), quando x > х0). 
Seja entáo 
Јо) = f(9) + А (x — хо) + B (x х0)2 + Е (0) 
em que 
¿ E (x) _ 
lim ------д0. 
X эх (4: 


Vamos provar que 


A=f (X9) е В- > 


De fato, de 


lim =0 e lim 


segue 


f" (хо) 


E (x) : Е (x) 


12 2-0 
хэ xg (х- х0)4 x xg (X —X9)^ 


fim; EQ AM шщ 
хәл (x— xo) 


е, portanto, 


(Газа- хо) +2700 a = 02 |-1a (x — хо) + B(x — xo] 


lim 0 


x— xo (x — хо)? 
uma vez que 
Е(х)— E (z) = 


ШІ -ху+ 00 с БСАН [А(х— 39) + B (x — x0)? 1. 
Segue que 


(f' (xo) А) (x — хол 4209) —в Jo хо 


lim —— —— —O0 
хә Хо у) 


daí 


” 
(хо) 

[f' (x9) - A] + [260 - В |(x — xo) 
lim — — — —————————————— =0 
X — xg X — X0 
o que implica А = f (xp) (observe que, se tivéssemos А +f (хо), o limite acima 
nào poderia ser zero). Assim 


J Go) m. (x — хо) 


lim —— — ———— = 0) 
х Xp X — X0 


f^ (Qo). 
Э 


e, portanto, Э = 


EXEMPLO 5. Seja f( X) = 0... Мовге ше Р(х)-1%х% 
х2 во polinómio de Tay lor, de ordem 2, de fem volta de x = 0. 


Solução 


Basta mostrar que E (x) = f(x) — P (x) tende a zero mais rapidamente que х2, 


quando x — 0. 


1 


———1—х-—х? 
: Е(х) 4 f(x) —P(x) " l=% 
lim — = lim = 5 — lim 5 
x20 x^ x0 q x>0 Хо 
3 
А x . x 
= lim > = lim = 0. 
x50 x“ — x` х-01-х 
Outro processo. Calcular f (0), f (0) e /"(0) e verificar que 
"(0 
Lx = f(0) 570) 6 — 0) + É 1 ) x — 0)2. Е 


Dizemos que 9 (x) é um  infinitésimo, para х — ху, se 
lim ф(х) = 0 
X => Ха 


para x > xq. Dizemos que q (x) é um infinitésimo de ordem superior à de фі (x) 


ë Sejam @ (x) е p] (x) dois infinitésimos, 


se, para x — хү, q (x) tende a zero mais rapidamente que фі (x), ou seja, se 


Min; AA qu 
x>x ФІ (x) 


9 (x) = (py (х)) para x > xQ 


— O. usual a notação 


para indicar que q (x) é um infinitésimo de ordem superior à de 01 (x), para x — 
X0. 

Assim, sendo q (x) e ф (x) infinitésimos para x — x0, 

: 9 (x) т ЭГ?" 

lim -----0 © ф(х) =o (Ф| (x)) para x — Xp. 
x> xo Ф| (x) 

Observe que x — х( só é infinitésimo para x > xq; assim, 

E (x) = o (z — х0) 

significa que E (x) é um infinitésimo de ordem superior à de x — xq, para x > xQ. 

Do que vimos anteriormente, segue que 
G) ЛО) = о) * f (x9) (x — x9) + o (x — xo) 


G) кеу = f(x) f'Gg e — xo + £ 1%) 


(= xo? *o((x-— хо? ). 


Exercicios 16.2 


1. Determine о polinômio de Tay lor, de ordem 2, de fem volta de хү dado. 


a)f Q) = In(1 +X) e хо —0 
Бро) = е е хо = 0 


c) f (x) 


Il 
2 
= 
о 

| 
- 


1 
d) y (х) = mM e xg = 0 


=” 
efa) = Ах е хо = 4 
Pf) f(x) = sen x е хо = 0 
g)f (x) = cos x е хо = 0 


2. Utilizando polinómio de Taylor de ordem 2, calcule um valor 
aproximado e avalie o erro. 


h) cos0,2 


3. Mostre que, para todo x, 


a)lsenx—xlx — Ix! 
3M 
? 
xt 
b) 1со8х-11--- 
2 


4. Mostre que, para 0 <x <1 


1, 
ose - (exeat) 


5. Utilizando a relação sen x = x + o (х2), calcule 


А sen x — x x sen x — x? 
a) lim ——— — b) lim 5 
x>0 x^ х-0" x^ 
(Sugestáo : o (2) é um infinitésimo de ordem superior a х?, para x => 
2, 
NETT x. 
0,409, Jim — À = 0) 
x20 x^ 


6. Verifique que 


DP l 3 2, 
e=ltxt-x +to(x) 
2 
х2 ? 
b)cosx= 1 - E + o (х) 


ч 
c)senx= x+ o (x) 


1 > 
d)ln x = (x — 1) — = NE 1)? + o((x — D5 
| ы ; +0 
Хх sen — SEX 
Seja f (x) = х2 
0 sex=0 


a) Determine o polinômio de Taylor de ordem 2 de fem volta de xp = 0. 


b) Seja а > 0 um número real dado. Mostre que não existe M > 0 tal que 
para todo x em (0,41, | f" (x) | < M. 


8. Seja fderivável até а 2.º ordem no intervalo Ге seja xo € T. Mostre que 


existe uma função q (x) definida em / tal que, para todo x em /, 


2 2 
(x — х0) + @ (x) (x — xp) 


^" (хо) 
fo) = feo +f' офа-жу 4-09 


com lim q(x)=0. 
x — xQ 
9. Seja fderivável até a 2.º ordem no intervalo fechado (а, b] e seja x) Е 
[a, b]. Mostre que existe M > 0 tal que para todo x em [a, b]. 


Мо) = Р (о) | M |x xol? 


em que 


À 2 Г” (хо) 2 
Р(х) = f (ху) + f’ (хо) (x — xo) + A T (x — xp). 


(Sugestão: verifique que a função q (x) do Exercício 8, com o (xp) = 0, é 
contínua em [a, 5].) 


163. POLINÓMIO DE TAYLOR DE ORDEM п 


Seja fderivável até a ordem n no intervalo Í e seja хо € Z. O polinômio 


к (ха) e(n) (х 
L00 w- хо)? + Zh FO e 


P (x) = f (ху) + f” (хо) (x — xp) + : 
ж n: 


x — xp)" 


denomina-se polinómio de Taylor, de ordem n, de f em volta de хү. 

O polinômio de Taylor, de ordem л, de fem volta de хү é o único polinômio 
de grau no máximo n que aproxima localmente f em volta de xq de modo que о 
ето E (x) tenda a zero mais rapidamente que (x — хо), quando x — хо. 
(Verifique.) 

O polinômio de Taylor, de ordem л, de fem volta de хо = 0 denomina-se 
também polinómio de Mac-Laurin, de ordem n, de f. 


EXEMPLO 1. Determine o polinómio de Taylor, de ordem 4, de f(x) = e* em 
volta de х( = 0. 


Solucáo 


| 1 ЕР "(0 “(0 
Р(д-/(0) +f' (0) (x — 0) + DX к 02 + 4 - ) (к= 0) + f í ) (х 0)* 
ғо) =е 570) =1 
Ро) = e эл (0)-1 
f" о) =>f"(0)=1 
£7 (x) = f (0) = =1 


Г а) =е 570) =1. 


Assim, 


ра pog 
3! 4! 


EXEMPLO 2. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 3, de f(x) = In x, em 
volta de xp = 1. 


Solução 
| | и = (1 
ро) fO) +f p+ (у -1у2 E (у-уу 
fü) = In x = f(1) = 0 
l 
f (== >f'()=1 
x 
25 1 # 
Т"(ху---ы >f"(1)=-1 
E: 
2 
"у=. эу"ау=2 
Xx 
Assim 
Р(д-(к-1)- (0—0) 0-1) " 


Teorema. (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange.) Seja / derivável 
até a ordem n + 1 no intervalo Ге sejam x, хү) € Z. Então existe pelo menos 


um X no intervalo aberto de extremos xq e x tal que 
“ 


үл +1) (X) 


Jf (х)= Р(х) + 
(п + 1)! 


(х — X9 y! +1 


onde 


Р(х) = f(xo) + f’ (ag) (x — xp) + (х= хо +... (x — ху”. 


f" (хо) 
2 


2 fo (хо) 
т 


Demonstração. Fica а seu cargo. ш 


EXEMPLO 3. Seja f derivável até a ordem n + 1 no intervalo Ге seja xy € 1. 
Suponha que existe M > 0 tal que, para todo x em 1, 
ie 0 о) su. 


Prove que, para todo x em /, 


If (x) - Р(діе 2228 д x=x P Шы; 


(n + 1)! 


em que P (x) é o polinômio de Tay lor, de ordem n, de fem volta de хо. 


Solugáo 


Segue do teorema anterior que, para todo x em /, existe X entre x e х tal 


que 

(451 гү 

Ї (x) +1 
If) — P ()1 = |——————|Ix — xg 

(n t 1)! 

Como para todo x em /, nu *D (х) | < M, resulta 
Ifi) - Р(х) < х Ix — xo цайг H 
(n +1)! 


EXEMPLO 4. 


1) Mostre que, para todo х ет (0, 1], 


a 3 
ё^ -| I+ x ya m + КЕНЕ” | "+! 
2 3! п! (п + 1)! 
›) Avalie e com erro, em módulo, inferior a 1075, 
Solução 
D беја f(x) = е“. De /(х) = /(х) = f (х) =... =! * D (х) segue que o 


polinômio de Tay lor, de ordem n, de f(x) = eX em volta de xp = 0 é 


l > I l 
P(x)=1+x+—x2+— x +... + х". 
2 3! т 
Para x em [0,1], 0 xe* = f(t 1) (х) <e < 3. M 

De acordo com o teorema anterior, para todo x em (0, 1], existe X entre 0 e 


x tal que 


(nl) гү 
ех — | I+ x+ Las ph Too Lo |- Je 22 xnl 
2 3! т (п +1)! 


Assim, para todo х em [0, 1] (tendo em vista a desigualdade па página anterior) 
1 3 


ех d Dex lta lu ae lan | <— n, 
2 3! т (п + 1)! 


>) Parax=1 


| 1 1 3 3 
е-|1+1+—+—+..+— |. 
2 3 (n + 1)! 


Precisamos determinar n de modo que 


3 E 
——— — <10 >. 
(n+1)! 


Por tentativas, chega-se а п — 8 — ©; 1 0” 5 


Assim, 


Ls bud oaa Ш М М 
=2+—+-—+—+—+—+—+— 
2 3 4 S 6 7 8! 


com erro inferior a 1075. ш 


Observacáo. Como lim — = 0, segue do 


n — += (n + 1)! 


teorema do confronto, que 


lim +++ +. 4.2 = e. 


п — +00 : п! 


Mostraremos, по próximo exemplo, que е é um número irracional. 
EXEMPLO 5. O número e é irracional. 
Solucáo 


Suponhamos que e fosse racional; assim existiriam inteiros positivos a e b tais 
que 


a 
е = —. 
b 


Para todo natural n, 


guo => 
2 


Жа. Pors F 2 (por qué?) 
3! п! 


e, pelo exemplo anterior, 


| 


mr) үр 


2 3 п\ (п + 1)! 


Daí, para todo natural n, 


0<* - (1+1+5 жасыр, 
b 3 


I. d ade =) 3 


= € Eee 
T (n + 1)! 


Para n> Беп> 3, temos 


0< 


В-! 


| 
T Мама... ] < < 
b 2 ! 


4 


2 3 n! n+l 4 


an! 


А = é inteiro pois n > b e b é natural. 


Ь 


1 1 
н(1+1+5 +. EI нь 
2 n! 
(por qué?). 


3 


Assim, À — B é um inteiro estritamente positivo e menor que — que é 
ч 


impossível. 


4 


Conclusáo. O número е 6 irracional. ш 


No próximo exemplo mostraremos que 


: а" 
lim ---0 
n>+0o n! 


em que a > 0 é um real fixo. Este resultado será útil na resolução de alguns dos 
exercícios que seráo propostos no final da segáo. 


а" 


EXEMPLO 6. Mostre que ПИЛ — = (em que a> 06 um 
п п! 


real fixo. 


Solucáo 


a 
N 


< 


Tomemos um natural Мїа1 que 


bo | = 


Temos, então: 


1 
Np 2 
e, assim, para todo natural p > 1, 


а? 


Ús =. 
(N+D(N+2)...(N+ p) 


N 


Multiplicando ambos os membros por vem: 
ч 


aN+p | 1 ) aN 


(N + p)! 


Fazendo n= N* p 


п-М N 
а" 1 а! 
п! 2 М! 
n=N 
De lim s тш O, = que 
пэ +01 2 
n 
lim —= 
пэ + n! 


EXEMPLO 7. Mostre que, para todo х. 
: l l La ы 
lim | 1+ х+ — 2 + +... +" |= ех. 
noo 2 3! т 
Solugáo 


Para todo x, existe X entre 0 e x tal que 


. 1 2 
ех= 1+5 +2 pia де а CN 
2 3! п! (n 1)! 


Sex>0, 9 < e", pois ү Е 10,х [, logo 


| ЖЕКЕ А 1 ‚ xn 
е^—|1+х+—х^° + х +...+—х" ||<е* 
2 3! т (n+ 1)! 
үп +1 
Сото lim A Ts = 0 pelo confronto, 


n>+0 (n + 1)! 


lim (1% кы Ж. алы На 


п—›+%® 2 n! 


ех <0 pX < г0- ров ү © ]х, ОГ; logo 


nl 
e* [rese +0 RE ) umm 


n! (n + D! 
х1" +1 
: X 
De lim — = O, segue 
n +0 (n + 1)! 
è l > 1 3 1 п x 
hn AREAS Jes 
п ә += 2 3! п! 
Fica provado, assim, que, para todo х, 

4 : Da d os ИЕ 
е = lim |+ х5 + +... х" | 
no 2 3! n! 

Esta igualdade é usualmente escrita na forma 
жез lg la. n 
2 3! т 
EXEMPLO 8. Mostre que, para todo х, 
2 1 1 1 2 x2n+2 
e? - +x? + х4 + х6 +... ld ех 
2 3! т (n +1)! 
Solugáo 
Pelo exemplo anterior, para todo x > 0, 
1 1 1 xr 
e [140450 + х ++) <e— 
2 3! п! (п + 1)! 


Como, para todo х,х2 > 0, resulta, substituindo na desigualdade acima х рог 
х2, 
2 x2n+2 


xev 
(п +1)! 


ex (ies Lt + LS +... + am) 


Г 
2 3| т 


Para discutir о próximo exemplo, vamos precisar antes estabelecer uma 
desigualdade para integrais. Já vimos que, se f for contínua em [а,Ь] e f(x) 20 


2 
em (а, 5], entáo f( X) dx > 0 Segue desta desigualdade que, 
d 


se fe g forem contínuas em (а, b] e f(x) < g (x) em Га, b], então 


b b 
| f(x) ах = | е (x) ах. (Verifique.) 
а а 


Suponhamos, então, f contínua em Га, b]; assim, | f | também é contínua em 
[a, b] e temos para todo x em [a, b], 


-1/001570) 517091 


daí, 


b b b 
= І If Gl dx = І f (x) ах = ] ІРО) dx 
4 


a с а 
logo 
b b 
|| fG)dx| = I f(x) Гах. 
a a 
l > 
EXEMPLO 9. Calcule e Ж; ах com erro, em módulo, inferior а 


0 


1075, 


Solugáo 


Para x em (0, 1], ex? &e « 3. Segue entáo do exemplo anterior que, para todo 
x em (0, 1], 


La. s <3- 
2 


de ga ——— 
(n + 1)! 


n! 


2n +2 
1 ол | X 


e? — (1+2 + + 


1 
“| 
0 


1 312n+2 


X. 
0 (п+1)! 


1 3х?п +2 3 
1 (n-D! — (2п43)(п-1)! 


resulta 


Eis 1 
pe ах-| (rete dates ан Таг E — 
0 0 2 ! (2n +3) (n +1)! 


Por tentativas, chega-se que, para n — 7, 


— 2 io 
(2п + 3) (n + 1)! 


com erro, em módulo, inferior a 1075, п 


Exercícios 16.3 


1. Determine o polinômio de Tay lor de ordem 5 em volta de хү dado. 


a)f (x) = senx e 
b) f (х) = cos х e x9 70 


c)f G) = In x е хо = 
dfa) = Mx e ж = 
е)ѓо) = (1 + х)“ е хо = 0, em que a + 0 ё um real dado. 


2. Sejam n um natural impar e f(x) = sen x. Mostre que, para todo x, 


3 А л-1 n 


3. Avalie sen 1 com erro, em módulo, inferior a 1075. (Sugestão: utilize о 


Exercicio 2.) 
4. Mostre que, para todo х, 


в м х2п+1 
епх- lim |х—-——+———...+(—1)”—— 
n= +% 3! 5! (2n + 1)! 


ou 


x? x5 x 
Ben =... 
3! 5! 7! 


5. Calcule um valor aproximado com erro, em módulo, inferior a 10-3. 


І 5 l 5 
a) Í sen x“ dx b) Í е dx 
0 0 


6. Mostre que, para todo x, 


| х? x* xô x2n 
cosx= lim 1- — + — =D +... + (-0" 
2 4! 6! (2n)! 


7. a) Verifique que 
1-І! FI 


2 1 
сагс йг саг ийн INEO 


Conclua que, se | f| < 1, 


1 
lim а. + 2 —— 
noo Le 


ou seja, 


1 9) 
ЕЕ... ++... 
L4 
b) verifique que 1- t 2 — B +... + (-1)" f! é o polinômio de Taylor, 

de ordem n, de ——— ет volta de 0. 


1-1 


(1—t4 (2 —...— (70 t") 


а gs: 
Sugestão: Mostre que lim =0. 
1-0 g" 


c) Mostre que a função E (1) dada por 


1 


ео PY. VE 
1++t 


é contínua em ]- 1, + оГ. 
d) Mostre que, para todo x > —1, 


2 3 
x? x „4 х" +1 


In(x + D = х = Strass sip А 
2 3 4 ntl 


x2] 
Sugestáo: In (x +1) — Í — 7d... 
O ETI 


+ E (t) dt. 


е) Verifique que 
2 
ақ xv № "M 


gc A pps 
2 3 4 п +1 


бо polinómio de Taylor, de ordem n + 1, de In (x + 1) em Жо. 4е 0. 


8. Determine o polinómio de Taylor, de ordem 5, de g (x) = arc tg x em 
volta de 0. 


1 
si Ep = е 
lu 
а) Mostre que P (x) = 1 — x2 + x4 — x6 + x8 — x10 é o polinômio de 
Taylor, de ordem 10, de fem volta de хо = 0. (Não é necessário 
calcular as derivadas de f'!!) 
b) Mostre que a função E (x) dada por 


1 


uo xo)" 
Dx 
é contínua em F: 


с) Olhando para о polinômio do item (a), calcule / (0), f" (0), f" (0) etc. 


-1- х2 + x — х? + х = xl? + E (x) 


10. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 11, de g (x) = arc tg x em 


volta de xp = 0. 


x 


Sugestáo: arc tg x = | — dt e utilize o Exercício 9. 


0: TEF 

п. Seja f (x) = (1 + х), em ше a + 0 é um real dado. Determine o 
polinômio de Taylor, de ordem n, de fem volta de xy = 0 e dé a 
expressáo do erro em termos da derivada de ordem n + 1. 
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ARQUIMEDES, PASCAL, FERMAT 
E O CÁLCULO DE ÁREAS 


17.1. QUADRATURADA PARÁBOLA: MÉTODO DE ARQ UIMEDES 


Um dos criadores do Cálculo Diferencial e Integral foi o grande matemático 
grego Arquimedes, que viveu no século 3 a.C. em Siracusa. Uma de suas 
inúmeras descobertas foi a fórmula para o cálculo da área de um segmento de 
parábola. Nosso objetivo aqui é obter tal fórmula seguindo o raciocínio rigoroso 
de Arquimedes. Vamos entáo considerar o segmento de parábola limitado pela 


2 


parábola y = x^ e pela corda АВ. 


[(а+2т)?+а?\/2. 


, 
а a+m a+2m 
Fig. 17.1 


Lembrando que em um trapézio o segmento que liga os pontos médios dos 
lados não paralelos é a semissoma das bases, resulta que a ordenada de 


7? (а + 2т)2 + a? | 


Э 


< 


(а + 2m)? + а?| 


Pela Fig. 17.1, 


MN = UIT my. 


2 
= 
Ou ѕеја, 
MN = т2 
(ОК?) 


А altura do triángulo AMN em relação à base MN é m. Também, a altura do 
triángulo BMN em relação à base MN é m. Como 


MN = m2 


o 


altura em relação à base MN = m 
segue-se que а soma das áreas dos triángulos AMN e BMN 6: 


2 ” 
área AAMN + área ABMN = + + T = m? 


3 


Portanto, a área do triángulo ANB é m”. Vamos destacar este resultado 


Área do triángulo ANB — m3. 


Vamos entáo ao cálculo da área do segmento parabólico. A seguir, suporemos 
A coincidindo com a origem do sistema de coordenadas. 


Fig. 17.2 


Na Fig. 17.2, o valor de m é b/2. Assim, a área T do triángulo ANB é (6/2)3 = 
3 
5288. 


Área do triángulo — 


A área do triángulo ANB é uma primeira aproximação para a área do 
segmento parabólico ANB. Vamos melhorar esta aproximagáo. Vamos somar a 
esta área as áreas dos triángulos ANIN e ММ2В (Fig. 17.3). 


Área ANN = Área NN2B = (5/4)? = 53/64 


Segue-se que 


Área AN¡N + Área NN2B= 53/32 = 7/4. | 


Observe que a soma das áreas dos triángulos AN¡N e ММ2В é exatamente 
um quarto da área T do triángulo ANB. 


papa (E T 
4 4. 


é uma segunda aproximagáo, e melhor, рага о nosso segmento parabólico. 


0 b/4 b/2 3b/4 b 
Fig. 17.3 


Dividindo, agora, o intervalo [0, b] em 8 partes iguais e somando-se as áreas 


dos novos triángulos obtidos, verifica-se que a soma dessas novas áreas 6 535/28, 


que é exatamente um quarto da área anteriormente acrescentada, que era de 
53/32. 


é uma terceira aproximação, e melhor, para о nosso segmento parabólico. 


Continuando o raciocínio acima, é razoável esperar que a fórmula para o 
cálculo de tal área seja: 


Área do segmento parabólico 


1 1 
= Т ее ава ШРС i 
4 4 7 


Entào, para chegar à fórmula para a área do segmento parabólico, é só 
calcular а soma da progressáo geométrica infinita de primeiro termo 1 e razáo 


1 


—— que sabemos ser —— , (De acordo?) Só que Arquimedes não trabalhava 


4 3 


com /imites infinitos. Para chegar à fórmula 


Área do segmento parabólico = — E. 


3 


Arquimedes primeiramente utilizou o seu MÉTODO de descoberta: verificou 
“por meio de uma balança” que o peso do segmento de parábola era exatamente 
quatro terços do triângulo ANB (veja referência bibliográfica 1 no final do 


4 


capítulo). Em seguida, admitiu que o valor da área era — T Е, рог uma 


dupla redução ao absurdo, provou a sua veracidade. É o que faremos a seguir. 
Temos 

4 3 1 3 - 3 
– = + = + = 
+ 4 4 4 4 + 


Continuando o raciocínio acima, obtém-se 


1= 


Somando 3 aos dois membros, em seguida dividindo рог 3 е por último 
multiplicando os dois membros por 7, resulta 


O objetivo é então provar que a área do segmento parabólico ANB é — F A 


3 


prova será feita em duas etapas: na primeira, prova-se que a área do segmento 


parabólico não pode ser menor que —— Т е na segunda, que a área do 
` 


4 


segmento parabólico nào pode ser maior que — ЛЭ Indicando por 5 a área do 


segmento parabólico, será provado entáo que 5 = — T" 


3 


- 

Рага а prova da primeira etapa Arquimedes utilizou o seguinte postulado: “4 
diferenca pela qual a maior de duas áreas excede a menor pode, sendo somada а 
si mesma repetidas vezes, exceder qualquer área finita dada”, cujo enunciado 
moderno é: “Dados os números reais x e y, com x > 0, existe um natural m tal que 


mx > y”, que nada mais 6 do que a nossa conhecida propriedade de Arquimedes. 
Para a prova da segunda etapa, Arquimedes utilizou as duas seguintes 
propriedades: 


1. “Dadas duas grandezas distintas, se da maior subtrai-se mais que sua metade, 
do restante mais que sua metade, e assim por diante, acabará restando uma 
grandeza menor que a menor das grandezas dadas. ” 


П.а reta tangente а parábola y = х2 no ponto de abscissa a + т é paralela а 


corda de extremidades (a, а?) e(a+ 2m, (a+ 2m)2).^ (Verifique.) 


1 


pets ps ss 


a+m 
Fig. 17.4 


Observe que a área do triângulo XYZ é maior que a metade do segmento 
parabólico XYZ. (Você concorda?) 


PROVA DA PRIMEIRA ETAPA. ( S Ж: — T \ 


Suponhamos por absurdo que 5 n a= Assim, 


m 


4 


=P -- 5 > 0. Pela propriedade de Arquimedes, existe um 
natural л tal que 


3.4! ($r-s)>r 


e, portanto, 

4 F 

Sp ue E 

3 . 4” 

Daí. 

ipoe T wg 

3 3-4" 
Ou ѕеја, 

Т Т T T 


T+—+— t- —>S 
4 4 43 4 
que ё contradigáo, pois рага todo n 
T+ X +2 + Т Tus a < S. (Você concorda?) 
4 4 4 4" 
PROVA DA SEGUNDA ETAPA. ( 8 =... b Т) 


Suponhamos, agora, S p — 15 Das propriedades I e II acima, existe um 


natural n tal que 


СЫ (q SS A со 
4 4n 


e, portanto, 
s- (refe) ВЕ pos E 
4 4 4" 4 4 4п 3.4" 
Segue que 
YE T Du T T 
TAE AS ав 
4 4 4" 4 4? 4" 3-4” 


que 6 uma contradigáo. 


Se a área do segmento parabólico náo pode ser maior e tampouco menor que 


— E resulta que tal área é exatamente — Ж. Em consequéncia, a área da 
` . 


3 3 


regiáo limitada pela parábola y = х?, 0 < x < b, pelo eixo x e pela reta 
p? 
х= bé —. 


17.2. PASCALE O CÁLCULO DE ÁREAS 


Pela fórmula de Arquimedes para a área de um segmento de parábola, 
segue, como vimos na seçào anterior, que a área da regiào limitada pela curva y 


3 


dois mil anos dessa descoberta de Arquimedes, Bonaventura Cavalieri (1598- 


=12,0<x<b, pelo eixo x e pela reta у= bé 


Passados quase 
. 


1647) interessou-se pelo cálculo da área da regiáo limitada pela curva у= xk 0< 
x € b, pelo eixo x e pela reta x = b, сот k 73 e natural. Utilizando о seu método 


ын 


EY 


dos indivisiveis, Cavalieri provou, para k de 3 até 9, a fórmula 


para área de tal regiáo e afirmou que a fórmula era válida para todo k. Nesta 
secáo, utilizando as ideias de Blaise Pascal (1623-1662), vamos mostrar como 
chegar rapidamente e de forma maravilhosa a esta fórmula, e na próxima segáo 
veremos como Fermat brincou com esse problema. 

Para se chegar à fórmula, divide-se o intervalo (0, b] em n partes iguais е 


b 


considera-se a soma S(n) das áreas dos retângulos de base — е altura 


n 
ib Y 


n 


para i= 1,2, ..., n (Fig. 17.5). 
` 


E, portanto, 


k+1 
a 
БЕНЕН, 


S(n) = r25 4.3 5 05. 


k 


Indicando por 5; a soma 1E e ok 3k +. + mk, resulta 


Para resolver o problema, basta determinar o limite de “2 para n 


tendendo a +оо. E isto se faz utilizando a identidade de Pascal, que estabelece 
uma relação entre as somas $1, 52, ..., Sy e que será obtida a seguir (veja р. 266 


da referência bibliográfica 2 deste capítulo). 
Primeiro, vamos relembrar a fórmula para o desenvolvimento do binômio de 


Newton. Chamamos de binômio de Newton a expressão (А + By. Observamos 
que, no tempo de Pascal, tal expressáo nào era, ainda, conhecida como binómio 
de Newton; aliás, na época em que Pascal estava pensando nesse assunto, 
Newton deveria estar com mais ou menos 12 anos de idade. Temos 


(А + В): = А2 + 2АВ+ B, 200. 
(A + By A + 3A“B + ЗАВ + B- 
e, de modo geral, 


а+вё=л®*+ (1) LN 232 +.. ына E ага 


1 p= 


em que é o coeficiente binominal de ordem (К, р) e é dado por 


К k! 
Р pk — p)! 


Observamos que nada mais é do que o número de combinações de k 
Р 

elementos tomados р а р. No final da segáo, utilizando o principio de indugáo 
finita, que foi praticamente estabelecido por Pascal (veja p. 265 da referéncia 
bibliográfica 2 deste capítulo), provaremos a fórmula para o desenvolvimento do 
binómio de Newton. 

Para obter a identidade de Pascal, vamos trocar k por К + 1, fazer В = 1, 
substituir А sucessivamente por 1, 2, 3, ..., п e, em seguida, somar membro а 
membro as igualdades obtidas. 


а асарын [Р PELLE 


T 
k 
А а (ETT u a 07 24 1k+1 


peniteat (Enter +[ Тө [1 п+1Ё+1 


++! 
+1 


Somando membro a membro as igualdades acima e observando que ( 
na primeira linha e + 1, (2+ pe +1 (ambos na segunda linha) e a 


kl 


terceira linha, ..., ((n — 1) + p цаг” penúltima linha e л na última linha 


odem ser cancelados, resulta 


+1! =1+ шысы (*2*s-: cst (Сарыг Es + 


1 К-1 


que é a identidade obtida por Pascal. 
Da identidade acima segue que, para k= 1, 


2 


(n+12=1+ | 


5 tn 


5 


е, portanto (lembrando que = ЕС 2 ). 


s = tD - (1+) _ (п+ п | m +n. 
: 2 2 2 


Parak=2, 


3 3 
4 192 + 


3 — 
(n+ 1y = I+ 1 2 


mA 


E assim por diante. 

Logo, 81 é um polinómio de grau 2 na variável n. Observe que 5| nada mais 6 
do que a soma da progressão aritmética 1, 2, 3, ..., n. Como 5] é do grau 2, pela 
identidade acima, 52 será do grau 3 na variável n. Fica a seu cargo verificar que 
53 é um polinômio de grau 4 na variável п e, de modo geral, 5; é um polinômio 
de grau k + 1 na variável n. Esta observação sobre o grau de Sj será fundamental 
no cálculo do limite de E Ж para n tendendo a infinito, e é esta 

nkt! 
observação que, para mim, torna lindo o método de Pascal. Espero que você 
concorde comigo! Vamos, então, ao cálculo do limite mencionado acima. 


Primeiro, vamos dividir os dois membros da identidade de Pascal por +1. 


Temos 


kl Ë %- 
(n+1) Е 5% ЕМЧ k re (£1) 5, 


ЧИТ: EC NES 
nkt! nkt! 1 nkt! 2 nkt! К-1 nkt! 
k+) 5 
$ [4 ) nkt! 


segue que 


(410554. 


lim 1. 
k+1 
n 00 n 
Como os graus de Sy — 1, Sk — 2, ..., 92 € 51 são, respectivamente, А, k — 1, ..., 3 
kl 


e 2, e o grau de n 


de 
Sk-1 5-2 52 5 


é К + 1, segue que o limite, para n tendendo para infinito, 


——. ——. ...,. —— е —— 
nkt! nkt! "езі nkt! 
é zero. (Você concorda?) Como k 2 1 = k + À resulta 


"EE | 
lim — = —. 
n>% n k+1 
Conclusão: 


k+1 
lim 5(4)- іш Hi =? 


n % | 
no no n k+1 
Observamos que S(n) é uma aproximação por excesso da área da região 
k 


limitada pela curva y = х“, 0 <x x b, pelo eixo x e pela reta x = b. Por outro lado, 


28) Әу e] z(e») 
s(n) = + + +... +4 — | —— 
nin nin n\n n n 


(veja Fig. 17.6) é uma aproximação por falta da área em questão. Procedendo- 
se de forma análoga, prova-se que 


А bk+1 

lim s(n) = Lt. 
B= k+1 
1 


(Verifique.) 


b 2b @—1)Ь (n—Db b 


п n n n 
Fig. 17.6 


Fica assim estabelecida, pelo método de Pascal, a fórmula para o cálculo da 
área acima mencionada. 

A seguir, utilizando o princípio de inducáo finita, vamos provar a fórmula para 
о desenvolvimento do binómio de Newton. Antes porém vamos estabelecer tal 
princípio. No que se segue, P(k) indicará uma proposição (que pode ser falsa ou 
verdadeira) associada ao natural k. Por exemplo, 


2026 
k+1=k 


k(k + 1) 
2 


são proposições associadas ao natural k. Qual o menor número possível de 
condições que devemos impor a P(k) para que P(k) seja verdadeira para todo 
natural k > а (a natural)? Evidentemente, a primeira condição a impor é que P(k) 


1+2+3+...+k= 


seja verdadeira para k = a. Suponhamos, além disso, que para todo k > a 
P(k) > P(k + 1). 
Sendo entáo P(a) verdadeira e como 
P(a) > P(a * 1), 
resulta que P(a + 1) será também verdadeira. 
Р(а+ 1) > P(a+ 2) 


logo, P(a + 2) também será verdadeira. Prosseguindo com este raciocínio, é 
razoável que se conclua que P(k) seja verdadeira para todo k > a. Quem nos 
garante que isto realmente acontece é o principio de indugáo finita, cujo 
enunciado é o seguinte: 


Princípio de inducáo finita (PIF). Sejam a um número natural dado e P(k) 
uma proposição associada a cada natural k, k 2 a. Suponhamos que 


(i) Р(Ю) seja verdadeira para k = a; 
(ii) para todo natural k > a 


Р(К) > P(k + 1). 


Nestas condições, P(k) será verdadeira para todo natural k > a. 


Para a prova da fórmula do desenvolvimento do binômio de Newton, vamos 
precisar, ainda, da seguinte propriedade dos coeficientes binomiais 


ETR Ras 
р PRI) ipti 


е cuja verificacáo deixamos a seu cargo. Vamos entáo à prova de que para todo 
natural К, k 72, P(k) 6 verdadeira em que P(k) é a proposigáo 


(А + BF = A + (Data (47r Г.Ж [JARA + в“ 


1 2 


Para k = 2 a fórmula é verdadeira, pois, 


2 2 2 2 2 2 
(A + BY = А + 2АВ + В = А + (5) an +22. 


Provemos então que P(k) = P(k + 1). Para isto, basta multiplicar os dois 
membros de P(k) por A + В. Multiplicando o segundo por А e, em seguida, por В 
e utilizando a propriedade dos coeficientes binomiais acima (e lembrando que 


k k 


= = ) resulta: 


Как + (Mate +... + Daft ira» ж.ж (jan! + 
0 1 Р К 


+ OLG 4 E: Mu T ne крен 


ACT + (Fita +... + (enm +... + (Тм вэ! 


cuja soma 6 exatamente o desenvolvimento do binómio de Newton (4 + ву +L 
Portanto, para todo k > 2, P(k) > P(k + 1). Fica, assim, provada а fórmula do 
desenvolvimento do binômio de Newton para todo natural k, k >2. 


17.3. FERMAT E O CÁLCULO DE ÁREAS 
pk +1 
al 


para o cálculo da área limitada pela curva y = xk 0 €x € b, pelo eixo x e pela 


reta x — b, k natural. Fermat procedeu da seguinte forma: considerou um nümero 
E, como 0 < E < 1, e dividiu o intervalo (0, b] em infinitos subintervalos da forma 


Vejamos como Pierre de Fermat (1601-1665) obteve a fórmula 


oo [BE BETO... [ЬЕЗ, ЬЕ21, [ЬЕ2, ЬЕ], [bE, b]. 


Observe que b, РЕ, bE2, bEÀ, d ы” 1, ЬЕ і ... 6 uma progressáo geométrica 
de razão E e que E! tende a zero para i tendendo a infinito, pois 0 < E < 1. 


өгізі bE? bE 


Fig. 17.7 
A área do retângulo R ; dado por ЬЕ!Ї<х<ЬЕЇ 1, 0zyz(bEi- b ké 
área у= bEi- 1(1- efe D = pk + lq- pek + 1—1 i= 1,2,3, ... 


Segue que as áreas dos retángulos Ё; formam uma progressáo geométrica de 
primeiro termo pk + la — E) е razão ЕЁ + l Antes de prosseguir, vamos 
relembrar as fórmulas para as somas dos termos da progressáo geométrica finita 
e infinita de razio q e primeiro termo 1: 


RM TI AR PNE. а ciii 


(verifique por indução finita) e para 0 < q < 1 


Балта жамы ai 
74 


ЕЁ+1 


Fazendo q = , a soma das áreas dos retángulos Ri é 


51 - Е) 


kti 2 i = 
b (1—E(1*q*q Tusci hon eu стай 


De 
1- ЕСІ 
l- E 


I+E+E2 +E +... ERES 


resulta 


soma das áreas dos retángulos 


pk +1 
” TERRE IER 


Observamos que a soma das áreas dos retângulos é uma aproximação por 
excesso da área da região em questão e que quanto mais próximo de 1 estiver E 
melhor será a aproximação. Para Е tendendo a 1 (em verdade, Fermat 
simplesmente substituiu Æ por 1 na soma acima), а soma acima tenderá a 


һен! 
5-1. 


excesso considerássemos aproximagáo por falta. 


Vocé gostou? Se gostou mesmo, verifique que o método de Fermat continua 
válido mesmo quando k é um número racional! Mas se vocé gostou muito 


Ri 


Nada mudaria se em vez de considerarmos aproximação por 


mesmo, utilizando a progressão geométrica 1, Е, E, ЕЗ, ... com Е > 1, е 
supondo k natural, k > 2, mostre que a área da região limitada pelo gráfico de 


1 pelo eixo x e pela reta x = 1 é dada pela fórmula 
` 


— 


Bem, por volta de 1670, Sir Isaac Newton (1642-1727) já estava calculando а 


área sob a curva у = ах” 


n 


‚ para x de 0 a x, utilizando a primitiva 


ах! m+n Mn da função. O Teorema Fundamental 


2 = 
m+n 

do Cálculo estava nascendo, e o Cálculo Diferencial e Integral, nas mãos de 

Newton, se consolidando. (Veja referência bibliográfica 2, abaixo, p. 290.) 
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Apéndice 
1 


PROPRIEDADE DO SUPREMO 


A1.1. MÁXIMO, MÍNIMO, SUPREMO E ÍNFIMO DE UM CONJUNTO 


O objetivo desta segáo é introduzir os conceitos de que necessitaremos para 
enunciar a propriedade do supremo. Como veremos, é esta propriedade que 
diferencia R de ©; é, ainda, esta propriedade que torna o sistema dos números 
reais uma cópia perfeita da reta. O enunciado de tal propriedade será objeto da 
próxima segáo. 

Seja 4 um conjunto de números reais. O maior elemento de 4, quando existe, 
denomina-se máximo de A е indica-se por máx A. O menor elemento de 4, 
quando existe, denomina-se mínimo de А e indica-se por mín А. 

Dizemos que um número т é uma cota superior de A se т for máximo de А 
ou se т for estritamente maior que todo número de А. Diremos que m é uma 
cota inferior de A se т for mínimo de А ou se т for estritamente menor que todo 
número de 4. 


EXEMPLO 1. Seja А = (1,2, 3). Temos: 


1) lé o mínimo de A, 1 = mín 4; 3 é o máximo de 4, 3 = máx A. 


» 10 
3, — 100 são cotas superiores de А. 
` 
2) 1 
1, 0, — — n são cotas inferiores de А. m 
5 
n 


EXEMPLO 2. Seja A = (x € R| 1 <x < 2). Temos: 


1) 1 2 mín A. 


› t2 


Para todo t е 4 também pertence а А e 


2 


t+2 
2 


(verifique). 


t < 


Assim, para todo / em А, existe um outro número em А que é estritamente 
maior que /; logo, А nào admite máximo. 
2) Todo número m < 1 é uma cota inferior de А. 


1+2 
2 
———— 
1 Ш 2 


1) Todo número m >2 é uma cota superior de 4. ш 


Um conjunto A pode náo admitir máximo; entretanto, poderá admitir uma 
menor cota superior. Por exemplo, o conjunto 


А-іхей|1<х<2) 
náo admite máximo, mas admite uma menor cota superior que 6 2. 


A menor cota superior de um conjunto A, quando existe, denomina-se 
supremo de А e indica-se por sup А. 

É claro que se А admitir máximo т, entáo, т será, também, o supremo de А. 
Entretanto, А poderá náo admitir máximo, mas admitir supremo; por exemplo, o 
conjunto А acima nào admite máximo, mas admite supremo 2 : 2 = sup А. 

A maior cota inferior de um conjunto А, quando existe, denomina-se ínfimo de 
А e indica-se por inf A. 

Se A admitir uma cota superior, entáo diremos que А 6 limitado 
superiormente. 

Se А admitir uma cota inferior, diremos que А é limitado inferiormente. 


Exercícios А1.1 


1. Determine, caso existam, o máximo, mínimo, supremo e ínfimo. 


а) А= {x ER|-3<x<4) 
b) A= (ix ER|-3<x<4) 


c)47 (x € R|x « 5) 
d)A-(x ER|x>2) 


e) | T, | 
A-4xe€RIZ— «ol 
| E | 


f) A={x ER||3x-1]>1} 
g) A= (-3,-1,0,2, 1} 


h) 1 
жені Ж шем 
| п+ 1 | 


2. Assinale os conjuntos do Exercício 1 que sáo limitados superiormente. 


ЭЭ. | 
А = < A ама Ixe€ R é limitado 
Ех" | 


superiormente? Por qué? 


A1.2. PROPRIEDADE DO SUPREMO 


Admitiremos a seguinte importante propriedade dos números reais. 


Propriedade do supremo. Todo conjunto de números reais, náo vazio e 


limitado superiormente, admite supremo. 


Pelo fato de R satisfazer a propriedade do supremo, diremos que R é um 
corpo ordenado completo. Os teoremas centrais do cálculo dependem desta 
propriedade de R. 

Uma consequéncia importante da propriedade do supremo é a propriedade de 
Arquimedes. 


Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y sáo dois reais quaisquer, entáo 
existe pelo menos um nümero natural n tal que 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que para todo natural n, nx € y; consideremos então 
o conjunto 


A= (nx | n € №). 


A é não vazio (1: x = x € 4) e limitado superiormente por y, logo admite 
supremo. Seja s o supremo de А. Como x > 0, s — x < s; assim s — x nào é cota 
superior de А (por qué?); logo existe um natural т tal que 


5-х < тх 
е даі 
s<(m+1)x 


que é uma contradição, pois 5 é o supremo de А e (m + 1) x € А. Deste modo, 
supor nx < y para todo natural n leva-nos a uma contradição, logo, nx > y para 
algum naturaln. ш 


O próximo exemplo exibe-nos duas consequências importantes da 
propriedade de Arquimedes. 


EXEMPLO 


D 


Para todo x > 0, existe pelo menos um natural л tal que — яс: X 


n 


›) Para todo real x existe pelo menos um natural n tal que n > x. 


Solucáo 


1) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural л tal que nx > 1 e, portanto, 


— = X (Observe: nx > 1 = п #0). 


n 


>) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural n talquen>x. m 


A propriedade que apresentaremos na próxima segáo 6 uma outra 


consequéncia importante da propriedade do supremo е será utilizada várias vezes 
no texto. 


Exercicio А1.2 


Prove que se 4 for não vazio e limitado inferiormente, então 4 admite ínfimo. 


A1.3. DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE DOS INTERVALOS 
ENCAIXANTES 


Seja | ag, bo 1, [ a1, b1 ], [ a2, b2 1, .... Га, bn 1, ... uma sequência de 
intervalos satisfazendo as condições: 


© Га, Ро] 2 [a], b1] 2 [42,52] 5... > [ap bn] 5... (ou seja, cada 
intervalo da sequência contém o seguinte); 


(ii) para todo r > 0, existe um natural n tal que 
ӛ,-а,<ғ 
(ou seja, à medida que л cresce, о comprimento do intervalo | aj, by | vai 


tendendo a zero). 


Nestas condições, existe um único real a que pertence a todos os intervalos da 
sequência, isto é, existe um único real a tal que, para todo natural n, a, <a € by. 


a 


E - 


а a an b, bo b 


Demonstração 


A= (ag, a], 42, ..., Ap, ...} é não vazio e limitado superiormente, pois todo Бу 
é cota superior de 4. Assim, 4 admite supremo; seja a tal supremo. Como a é a 
menor cota superior de 4, para todo natural n temos 


an<a< bg. 


Se / for outro real tal que, para todo n, 


an <В S by 


teremos, para todo л, 


[а= B| <. = an. 
Tendo em vista a propriedade (ii), para todo r > 0, 
[а= В| < 
Logo, а = р (por qué?). m 
A14. LIMITE DE FUNÇÃO CRESCENTE (OU DECRESCENTE) 


Sejam fuma função e А um subconjunto do domínio de f Dizemos que f é 
limitada superiormente em A se existir um número real М tal que, para todo x Є 
A, f(x) < М. 

Por outro lado, dizemos que f é limitada inferiormente em А se existir um 
número real т tal que, para todo x € А, f(x) >т. 


Teorema Seja fuma função definida e crescente em |а, b [. 


a) Se ffor limitada superiormente em | a, БІ, então 


lim f(x)= L, L finito, 


х b” 


сот L=sup (f(x) |x E Ja b[ j. 
b) Se fnão for limitada superiormente em ] a, b [, então 
lim f(x)=+ о. 


хр 


Demonstração 


а) O conjunto ( f(x) | х € ] a, b [ ) é não vazio e limitado superiormente, 
logo, admite um supremo L. Dado, então € > 0, existe шах) Є ] а, b [, tal que, L 
= € <f(x1) <L. Daí, para todo x em ] x], b [, tem-se 


L=€<f(x1) 5/0) <1<1%6 


ou seja, 


L-€ «f(x) « L* €. 


Logo, 


lim f(x)= L 
xb 


b) Como f nào é limitada superiormente, para todo M > 0 dado, existe хү € | 


a, b [, tal que f (x1) > M. Pelo fato de f'ser crescente, tem-se, para todo x € | х], 
bl, 


J@)> M 


ou seja, 


lim f(x)= + о. H 
xrb^ 


Fica para o leitor enunciar e provar teorema análogo para o caso de f ser 
decrescente em |а, [. 

Conforme as palavras seguintes de Richard Dedekind (1813-1916) em seu 
livro Essays on the theory of numbers, a razáo que o levou à definigáo de número 
real (veja Apéndice 6) foi exatamente o teorema anterior. 

“Minha atengáo voltou-se primeiramente para as consideragóes que 
constituem o assunto deste folheto no outono de 1858. Como professor na Escola 
Politécnica em Zurique, vime pela primeira vez obrigado a dar aulas sobre os 
elementos do cálculo diferencial e senti mais agudamente do que nunca a falta de 
um fundamento realmente científico para a aritmética. Ao discutir a nogáo de 
limite e especialmente ao provar o teorema segundo o qual toda magnitude que 
cresce continuamente, mas não além de todos os limites, deve certamente se 
aproximar de um valor finito, tive que recorrer a evidéncias geométricas. Mesmo 
agora, esse recurso à intuição geométrica numa primeira apresentação do 
cálculo diferencial, eu o vejo como extremamente ütil, do ponto de vista didático, 
e até mesmo indispensável se nào se quer perder muito tempo. Mas ninguém 
pode negar que essa forma de introdugáo ao cálculo diferencial nào pode se 
pretender científica. Para mim, esse sentimento de insatisfação foi tão 
esmagador que mantive a firme intenção de continuar refletindo sobre a questão 
até encontrar um fundamento puramente aritmético e perfeitamente rigoroso 
para os princípios da análise infinitesimal.” (Dover Publications, Inc., Nova 
York) 


Apéndice 
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DEMONSTRACÓES DOS TEOREMAS DO CAP. 5 


A2.1. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DO ANULAMENTO 


Teorema (do anulamento). Se f for continua em [ a, b ] e se f (a) e f (b) 


tiverem sinais contrários, então existirá pelo menos um c em [ a, b ] tal que f 


(с)= 


Demonstração 


Para fixar o raciocínio, suponhamos f (a) < 0 e f(b) > 0. Façamos а = ag e b 
= bg; seja co o ponto médio do segmento [ aq, bo 1. Temos 


су) < 0 ou f (cg) > 0. (ЧР | 
Š \ do со bo) 


Suponhamos f (c9) < 0 e façamos cy = a] e bo = b1. Temos f (a1) < 0 e f (b1) 
> 0. Seja сү o ponto médio do segmento [ aj, b| |, Temos 


с b 
fcp) < бои f(c) = 0. E i > 
al сі р 


Suponhamos f (c1) > 0 e façamos a] = a2 ес] = b2. Assim, f (a2) < 0 e f (b2) 
> 0. Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma sequéncia de 
intervalos 


[40,60] 2 [a], b1] 2 [а2, 52] 2c: D [an ba] 5... 


que satisfaz as condigóes da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, 
para todo л, 


0) flan < 0e f (b,) = 


Seja с o único real tal que, para todo n, 


an € C E bg. 


As sequéncias de termos gerais а„ e bj, convergem para c (verifique). Segue, 
então, da continuidade de /; que 


Q lim f(a,)= f(c)e lim f(b,)= f(c). 


п o n>+0 
Segue de @) е de @ que 
fc) <0е/(с)>0 
e, portanto, f(c)=0. m 


A2.2. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DO VALOR INTERMEDIÁRIO 


Teorema (do valor intermediário). Se for contínua no intervalo fechado [a, 


b ] e se y for um real compreendido entre f (a) e f (b), então existirá pelo 
menos um сет [ a, b ] tal que f(c) = y. 


Demonstração 
Para fixar o raciocínio, suponhamos f (a) < y < f (b). Consideremos a função 
gQ)-7fQ)-y»xem[a b]. 
Como fé contínua em Га, 51, g também o 6; temos, ainda 
$ (а) = (а) - y «0eg(b) - f(b) - y> 0. 


Pelo teorema do anulamento, existe c em (а, b | tal que g (c) = 0, ou seja, f 
(c)=7. m 


A2.3. TEOREMA DA LIMITAÇÃO 


Para a demonstração do teorema de Weierstrass, necessitaremos do teorema 
da limitação, cujos enunciado e demonstração serão objeto desta seção. 
Dizemos que fé limitada em А € Dfse existir М > 0 tal que, para todo x em А 


170) [< M. 


Da definigáo acima, segue que, se f nao for limitada em ВС Df para todo 
natural n, existe ху Є В, com | f(x) | > n. 


Teorema (da limitação). Se f for contínua no intervalo fechado (а, 6], 


então f'será limitada em (а, b]. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que fnão seja limitada em [ а, b]. Façamos а = a| 
e b= b]; existe, então, xj em [a], b| | tal que |f(x1) | > 1. Seja cj o ponto médio 
de [a], b1]; f não será limitada em um dos intervalos | aj, cy ] ou [с], b| Б 
suponhamos que não seja limitada em [с], b] | e façamos 42 = сі е bz = bj. 
Não sendo f limitada em (аҙ, 52 |, existirá хо € [а2, Бо | tal que | f (x2) | > 2. 


Prosseguindo com este raciocínio, construirem os uma sequência de intervalos 


[a1,b1] 2 [a2, b2] 2 [аз, 63] 2c: D [an 512 5 


satisfazendo as condições da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, 
para todo natural n > 0, existe x, € | aj, bp | com 


© IF) 12 n. 
lim 1f(,)1= cto. 


n>+0 


agora, с о único real tal que, para todo n > 0, 


Segue de (D que Seja, 


e € Гар, bn ]. 


Como a sequência x, converge para c (verifique) e fé contínua em c, resulta 
que lim If) | = |f (с) | que está em 
n— +e . . 
contradição com lim If (x, ) | = + oo, Fica 
n To 


provado que a suposição de f não ser limitada em [ a, b | nos leva a uma 
contradição. Portanto, fé limitada em [ a,b]. m 


А2.4. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DE WEIERSTRASS 


Teorema (de Wei 


. Se f for contínua em (а, b |, então exi 


хо em Га, b ] tais que f (x1) 5/(х) €f(x2) para todo x ет [ a, 51. 


Demonstração 


Sendo f'contínua em (а, Б |, fserá limitada em Га, b], daí o conjunto 
A-ife)|xe[ab] 
admitirá supremo e ínfimo. Sejam 


М = sup (f(x) х € [a b]; 


m=if(f()|x € [a b]j. 


Assim, para todo x em Га, b], т <f (x) € M. 
Provaremos, a seguir, que M = f (x2) para algum хэ em [ a, b |. Se 
tivéssemos f(x) < M para todo x em Га, b], a fungáo 


1 
^M = f (x) 


seria contínua ет [ a, b ], mas nào limitada em Га, b ], que é uma contradigáo 
(se g fosse limitada em Га, b], entào existiria um / > 0 tal que para todo x em (а, 


b] 
T - 
M — f(x) 


e, portanto, para todo x em [а,Ь], 


ғо)<м- 1 
В 


g (х) . x € [a, b] (veja observação abaixo) 


e assim M nào seria supremo de А). 
Segue que f(x) < M para todo x em [ a, b | nào pode ocorrer, logo devemos 
ter M = f(x2) para algum x2 em (а, b]. Com raciocínio análogo, prova-se que f 


(x1) = т para algum хі,ет [а,Ь]. m 


Observacáo. А ideia que nos levou a construir tal fungáo g foi а seguinte: sendo 
М o supremo dos f(x), por menor que seja r > 0, existirá x tal que M — r < f(x) < 
М; assim, a diferenga М- f(x) poderá se tornar táo pequena quanto se queira e, 
portanto, g (x) poderá se tornar táo grande quanto se queira. 


Apéndice 
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DEMONSTRACOES DO TEOREMADA SECÁO 6.1 E DA PROPRIEDADE (7) 
DA SEÇÃO 2.2 


A3.1. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DA SEÇÃO 6.1 


Lema 1. Seja a > 1 um real dado. Então para todo Є > 0, existe um natural n 
tal que 


| 


ап —1«e. 


Demonstração 
Pelo binômio de Newton (veja Seção 17.2), para todo natural n > 1 


(1 €)! 2146. 


Tomando-se n tal que 
B 
1 + ne > a | basta que n > ——— 
€ 
resulta 
(1+є)”>а 
| 
l+e>an 
e, portanto, 


1 
a" -1<е. . 


Lema 2. Sejam a > 1 e x dois reais dados. Então, para todo € > 0, existem 
racionais r e s, com r < x < s, tais que 


a-a <E, 


Demonstração 


Inicialmente, tomemos um t> x, t racional; assim, para todo racional r < x, а! 


< al, pois, estamos supondo а > 1. Temos 


а а"(а57"-1). 


Pelo lema 1, existe um natural л tal que 


І 
ап -1< а! є 


ой 


1 
а’ | ап —1|«e. 


Escolhamos, agora, racionais r e s, г < x < s, tais que 


=> ч Para estes racionais 
gps E 
£ 
а-а-а(8 "-1)«а |an -1|«e. в 


Қ 


Lema 3. Seja a > 1 um real dado. Entáo, para todo х real dado, existe um 
único real y tal que 


a'<y<as 


quaisquer que sejam os ra: 


Demonstração 


Primeiro vamos provar que existe tal у. O conjunto fa” | r racional, r < x) é 
nào vazio e limitado superiormente por todo a, s racional e s > x; tal conjunto 
admite, então, supremo que indicaremos por y. Segue que 


ar <y<as 


para todo racional r < x e todo racional s > x. 
Fica a seu cargo verificar que em realidade temos 


а<у<а 
quaisquer que sejam os racionais re s, com r < x < s. 


Vamos, agora, provar que tal у é único. Se yj for tal que a” < y] < dí, 


quaisquer que sejam os racionais ге s, com r € x < s, teremos 
[у= nice! а" 
para todo racional r < x e todo racional s > x. Segue, então, do lema 2 que 
I»-ni«e 


para todo € > 0, logo y=7j. ш 


Com relagáo ao lema anterior, observe que, se x for racional, entáo у= a*. O 
único y (a que se refere o lema anterior) será indicado por f(x). Fica construída, 
assim, uma função f, definida em R, e tal que f (r) = a” para todo racional r. 
Antes de provar a continuidade de f; provaremos que fé estritamente crescente. 
De fato, se x] < х2 (x] e х2 reais quaisquer), teremos 


a^ < f(x) < a e a? < у(х) < a? 


quaisquer que sejam os racionais ғ], s], 72 e 52 tais que | < x] < s| € 72 < x2 < 
52. Sendo s um racional, x] < s < x2, teremos 


Гор) < а < f(x2) 


о que prova que fé estritamente crescente. 


Vamos provar, agora, a continuidade de /: Seja p um real qualquer. Pelo lema 
2, dado € > 0, existem racionais ге s, com r< p< s, tais que 


a$- q' «€, 
Para todo x € |ғ s[, teremos 
170) =) |< ah - a^ «e 


о que prova a continuidade de fem p. Como p foi tomado de modo arbitrário, 
segue que f é continua em R. Se 0 < a < 1, a função 


f( X) = — é contínua em R e coincide com a” nos 


a 
racionais. Completamos, assim, а demonstragáo do teorema da Seçào 6.1. 
Vamos provar, agora, a propriedade (1) da Seção 6.1. Sejam ғу e sy duas 
sequéncias de números racionais que convergem, respectivamente, para x е y; 
segue que ги + sn converge para x + y. Da continuidade da função f(x) = a*, 


segue 
lim a^ =ах е lim а“ = ау 

n—>+0 п — +00 

daí 


ахау = lim ата“ = lim anta =аХ+У, 
nto n>+0 


(Observe que ат asn = ат + Sn f pois r, e s, são 


racionais.) 
As demonstrações das demais propriedades ficam a seu cargo. 


A32. DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE (7) DA SEÇÃO 2.2 


Teorema. Existe a > 0 tal que cos a = 0. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que não exista um tal número a. Como cos 0 = 1 e 
cos х é uma função contínua, segue do teorema do valor intermediário que cos x 
> 0 para todo x > 0; como sen' = cos, teríamos que a fungáo sen x seria 
estritamente crescente em (0, +®[ e como sen 0 = 0, teríamos sen x > 0 em 10, 
+oo[. De сов” = —sen, seguiria, então, que cos x seria estritamente decrescente 
em (0, +о[. Como cos x 20 e sen x € 1 em (0, “ос, existiriam, então, reais a e р, 
com a € 10, Пед € [0, 1[, tais que 


lim senx=a e lim соѕх = f. 


х ә +o х ә +9 
Teríamos, também, 
lim sen2x=a e lim cos 2x — p. 
х—›+©® x—>+0 
2. 


Como sen 2х = 2 sen x cos x e cos 2х = 2 cos 
X — +оо, resulta 


x — 1, passando ao limite, para 


а-2афер-2)2-1 


que admite como única solução o par (a, 3) em que a = 0 e = 1, que contradiz а 
condição a € ]0, Пед € [0, 1[. Tal contradição é consequência de termos 
admitido a nào existéncia de um a > 0, com cos a = 0. Fica provado assim que 
existe a > 0 сот соѕа= 0. m 


Propriedade (7). Existe um menor nümero a > 0 tal que cos 


Demonstração 


O conjunto А = (x > 0 | cos x = 0) é não vazio e limitado inferiormente; logo, 
admite ínfimo a. Provemos que a € А. Se cos a #0, pela conservação do sinal, 
existe r > 0 tal que cos x #0 para a < x < a + r, que contradiz o fato de a ser о 
infimo de А. Segue que а é o mínimo de А, ou seja, a é o menor real > 0 tal que 
cosa=0. ш 
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FUNÇÕES INTEGRÁVEIS SEGUNDO RIEMANN 


A4.1. UMA CONDIÇÃO NECESSÁRIA PARA INTEGRABILIDADE 


Vamos provar que uma condição necessária, mas nào suficiente, para f ser 
integrável, segundo Riemann, em (а, b] é que f seja limitada em (а, b]. 
Lembramos que dizer que fé limitada em (а, 5] significa que existe M > 0 tal 
que, para todo x em (а, b], | f(x) | < М. 


Teorema. Se f for integrável, segundo Riemann, em [a, 5], entáo f será 


limitada em (а, b]. 


Demonstração 


Como fé integrável em [a, b], tomando-se € = 1 existe uma partição P de [a, 
b] tal que 


n b 
> f(c;) Ax; — L| <1 (L= | f(x)dx) 

i=] a 
qualquer que seja a escolha de c; em [xj— 1, xj], i= 1,2, ..., n. Sejam Xj-1 ex 


dois pontos consecutivos da partição P; vamos provar que fé limitada em [ху ма + 
ХЛ. Seguirá daí que f'será limitada em (а, b] (por quê?). Temos 


n 
>, f(c) Ax; — L| <1 
i=1 


ой 


п 
Жу) Ах; F 3, f (G) Ax; — L| | d 
= 
1% ] 
Segue que (lembre: | X+ Y| >| X|- | Y|) 
n 
|f (cj) Ax; | = p f (c;) Ax; — LI <1 
1= 
гж) 
ou 
n 
O Ifc) Ах1<1- p» f (ci) Ах = LI. 
i= 
¡Aj 
Fixemos cj, i £j, em [x; р, х; como CD se verifica para todo cjem by es 


х), resulta que fé limitada em xj- ЛАН 1,2, ..., n; logo fé limitada em (а, 
b]. m 


EXEMPLO 1 (de função limitada e não integrável). A função 


| ѕехє Q 


гі 
Хб) = 10 sex &Q 


nào é integrável em (0, 1]. 
Solução 
Para toda partição P de [0, 1] 
n . . 
1 sec; for racional (i= 1, 2, ..., n) 
E fe) Aw = | 


E 0 sec; for irracional (i = 1, 2,..., n) 


п 
logo lim Ж. f ( Ci ) Ax; nào existe (por qué?) 
máx Ах; 0 ¡=1 


e, portanto, fnão é integrável em [0, 1]. ш 


EXEMPLO 2. A funcáo 


1 sex=0 


fœ)= |+ posre 
Мех 


nào é integrável, segundo Riemann, em (0, 11, pois, f nào е limitada neste 
intervalo. m 


А4.2. SOMAS SUPERIOR E INFERIOR DE FUNÇÃO CONTÍNUA 


Sejam fuma função contínua em [а, b]eP:a=xp<x]<x29<...<xj-]< 
Xj€ ... < xy = b uma partição de Га, b]. Como fé contínua, f assume em [xj — 1, 


xj] (i= 1,2, ..., п) valor máximo M; e valor mínimo m;. As somas 


n 
2. М і Ах; 


[= 1 


S (f. P) 


n 
> mi Ax; 
[= 1 


denominam-se, respectivamente, soma superior e soma inferior de f, relativa à 
particáo P. 
Como m; X Mj, segue que, para toda partição P de Га, b], 


@ S (f. P) = $ (f. P). 


S (f. P) 


Sejam P e Р” duas partições de Га, b]; dizemos que Р” é um refinamento de P 
se P' ЭР. O próximo teorema conta-nos que quando se refina uma partição, а 
soma superior decresce e a inferior cresce. 


Teorema. Seja f continua em (а, b] e sejam P e Р” duas partições 
quaisquer de Га, b], com P C P''. Então, 


а) S (f, P) = S (f. Р). b) 8 (f. P) > Š (f. Р). 


Demonstração 
a) Suponhamos que P' tenha um ponto a mais que P, isto é, 
, = == ч ^ 
P = Р LI Xl» com X] c p po 34. 
J J 
Assim, 
Р:а-<х0<х1<..<х/-1<5х/<..<х,-5 


е 


Р':а= xo < xi <... <x;_1< м < x; < ...< x, = b. 
Sejam m jj € m j> os valores mínimos de fem [x; a, 1 $ X1 ]: 


[ Х| "EN қ А respectivamente. Observe que 


J 


Q т; = mj e mj = ту, 


em que mj ë o valor minimo de fem [ху – ХЛ. 
Temos 
n 
S (f, Р) = 2 т; Ах; + m; Ах; 
1 = 


із 


S(f,P)- Ë т; Ах; + mj xi — xj —- ) + т, (> XI). 
i*j 
Segue de @ 
mj ( м = Ti) F mj, (Xj — x) = m; (X1 — x;— 1) t m; G; — XI) 
ou seja, 
mj (x — x; y) + mj, (x; — м) > m; Ах, 
Portanto, 


5 (f. P) = S (f. Р). (Interprete geometricamente.) 


Deixamos para o aluno demonstrar, por induçào finita, que se P' tem n pontos 
a mais que P, entào 


S(f. P) & S(f, P). 


b)Ficaacargodoaluno. m 


Corolário. Quaisquer que sejam as partições Pj e P5 de Га, b 1, 


S Lr. Р, ) = S (f, P»). (Isto é, toda soma 


inferior é menor ou igual а toda soma superior.) 


Demonstração 


Seja P = P, U P5; assim P é um refinamento de Pj, bem como de P». Por 


Ф 


S(f. Р) < S(f. P) 


S G; P) & S (f, Р) e S(f, P) &S(f, Pa). 


Assim, 
E P) & S (f; P) & S(f, P) & S(f, P5). 
ou seja, 
5 (f. P) < S (f, Po). a 


Seja f continua em (а, b]. Pelo corolário acima, toda soma inferior 


5 em Py cota inferior do conjunto 
А |5 (f. Р)ІР partição de (а, Мі. 


Segue que tal conjunto admite ínfimo. Seja L o ínfimo de А. Como toda soma 
inferior é cota inferior de А resulta, para toda partigáo Р de [a, b], 


(9 S(f,P)SLS<S(f, Р). 


Por outro lado, para toda partigáo P de [a, b] e qualquer que seja a escolha de 
cjem [xj— 1, xj], 


n 2 
Ф S(f,P)s X f (с) Ax; = S (f. P). 


іі 
De @ е O resulta 
п - 
(5) ГУ Л(ср Ах; - LIs S(f, P)- S (f, P) 
ігі 
para toda partição P de Га, b] e qualquer que seja а escolha de c; em [x; — 1, xj]. 


Provaremos, na próxima seção que, se f for contínua em Га, b], dado € > 0, 
existirá ó > 0 tal que 


S (f, P)— 5 (f, P)< € 


para toda partição P de (а, b], com máx Ax; < д. 


Seguirá, então, de 6) que toda função contínua ет (а, b] é integrável ет (а, 
b]. 


A4.3. INTEGRABILIDADE DAS FUNÇÕES CONTÍNUAS 


Antes de passarmos à demonstração do próximo lema, observamos que, se / 
for contínua em p, dado € > 0, existirá д > 0 tal que, para todo s e / no domínio de 


[A 
sSte]p-ó,p*tó[-f(s) - 700 |<. 


De fato, sendo f contínua em p, dado € > 0 existirá д > 0 tal que, para todo x 
є Df 


O хЄ ]р-8,р+8[=1/(х)— f(p)! < 

De (D e de 

О) —/@ |=|/(5)—/(р) + /(р)—/(@) 1170) =) | + УФ) = SD | 
segue que quaisquer que sejam s,t € Df 
ste ]p-à p*o = |708) -f()|« €. 
Lema. Seja f'contínua em (а, b]. Então, dado € > 0, existe uma partição 
P:a=xp<x]<x2<...<xp=b de [a, b] tal que 
M¡-m¡<€ (i=1,2,...,n) 


em que M; e mj são, respectivamente, os valores máximos e mínimos de f 


em [x; — 1; xj]. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que, para um dado € > 0, não exista partição P de 
Га, b] para a qual se tenha М;— т; < € para i= 1, 2, ..., n. Façamos, então, a = 
ар, b= b] e seja сү o ponto médio de [a], 51]; segue que [a], c1] ou [с], b1] nào 
admitirá partição que satisfaça a condição M; — m; < € em todo subintervalo da 
partição. Seja Га, b2] aquele dos dois intervalos acima que não admite partição 
satisfazendo a condição citada. Seja сә o ponto médio de (аҙ, b2]; (42, с21 ou 
сз. ро] não admitirá partição satisfazendo a condição citada; seja (аз, 53] 
aquele dos dois intervalos acima que não admite tal partição. Prosseguindo com 


este raciocínio, construiremos uma sequéncia de intervalos 


[21.51] 2 [22,29] 5... > [ap bk] 5... 


satisfazendo a propriedade dos intervalos encaixantes e tal que para todo natural k 
> 1, [ак, bk] nào admitirá partição satisfazendo a condição M; — т; < € em todo 
subintervalo de tal partição. Seja p o único real de Га, b] tal que para todo k > 1, p 
€ (ар by]. Como fé contínua em p, para o € > 0 acima existe д > 0 tal que 


quaisquer que sejam s, tem (а, b] 
s,1€ lp-9,p+o[ = |/(5)—/(0|<©. 
Por outro lado, existe k tal que 
Га. bk] С Tp - ô, p + 9[ 
e, assim, para toda partição de Га), bx], teriamos 
Mj-mj«€ 


em todo subintervalo de tal partição, que é uma contradição. Fica provado, deste 
modo, que, para todo € > 0, existe uma partição P de (а, b] tal que 


Мұ-тұ<е 


em todo subintervalo [x; — |, х determinado por tal partição. ш 


Teorema. Se f for contínua em [a, b], dado € > 0, existirá д > 0, tal que 
quaisquer que sejam s, t € [а,Ь] 


Is- t| <ô |f(5 -f()|« €. 


Demonstração 


Pelo lema, dado € > 0, existe uma partição P de [a, b] tal que 


€ 
Mj; = m; < — 
2 


em todo subintervalo [x; — |, xj] determinado pela partição. Seja ó o menor dos 


números Ax], Ах2, ..., Axy, em que Ax; = xj — х 1. 


Sejam s e t dois reais quaisquer em (а, b], com |s — t| < б. Dois casos podem 
ocorrer: s e t pertencem a um mesmo intervalo [xj — |, xj] ou s ou t pertencem, 


respectivamente, a intervalos consecutivos [ху— 1, xj] е bj, Xj] ]. No 1.º caso 


- - € 
teremos |f (8) — f(t) | яс > „=й €. No 2º caso, 


= 
teremos 


Р) — 7 @1&1/(з) - 75014175 -7(015 5 + £ =e 


Fica provado, assim, que quaisquer que sejam s e tem (а, b] 


\з—т|<б=|/()-/(д|<є. ш 


Teorema. (Integrabilidade das funções contínuas). Se f for contínua em (а, 


Ы, então f'será integrável em [a, b]. 


Demonstragáo 


Segue do teorema anterior que, para todo € > 0, existe ó > 0, tal que quaisquer 
que sejam s, t em (а, b] 


Е E € 
|8-11<6->1/()-/(й1<--- 
b- a 
Assim, para toda partição P de (а, b], com máx Ах; < д, teremos 


n 


_ п 
S (f, P) — S (f, P)= X (Mi — т) Ах < X 


i=1 ¡=1 р-а 


€ 


Ax; =€ 
e, portanto, 


n - 
ГУ fa) Ax; - LIS S(f, P) - S (f, P) «e 
1=1 
(Veja © de А4.2.) 


ou seja, f é integrável em [a, b]. com integral 


2 
f ( X ) 4 Y — Г, em que L é o ínfimo das somas superiores 
“ 5 ` 


a 
de fem [a, b]. m 


А4.4. INTEGRABILIDADE DE FUNÇÃO LIMITADA COM NÚMERO 
FINITO DE DESCONTINUIDADES 


Lema. Se F for crescente em [a, b[ e se existir M tal que, para todo x em [a, 
b[. f(x) < M, então existirá um real L tal que 


lim F (Хх) = L. 


x> Б 


Demonstração 


O conjunto (f(x) | x € [а,Ь [} é não vazio e limitado superiormente por M, 
logo admite supremo L. Dado € > 0, existe хү em (а, b[ tal que 


L-€<F(xp)<L 
e, portanto, pelo fato de F ser crescente 
xp<x<b=>L-€<f(x)<L 


logo, 
lim F(x)=L. " 


xb 


Teorema. Se f for limitada em (а, b] e continua em (а, b[, então f será 


integrável em [a, 5]. 


Demonstragáo 


Vamos supor, inicialmente, f(x) > 0 em (а, b]. Como fé contínua em Га, Б, 


t 
para todo t em [a, “| f (x ) dx existe. Seja 
a` 


t 
F (t) = | f (x) dx, a < t < b. 
a 


Como f(x) > 0 em (а, b] e limitada neste intervalo, resulta que F é crescente е 
limitada em Га, b[; pelo lema, existe L tal que 


t 
@ lm | f(x)dx =L. 
t— Ҹа 


Vamos provar que f é integrável em [a b] e que 


2 
ў ( E] dx = É Como / é limitada, existe M > 0 tal que 
a 


para todo x ет (а, b], 0 <f(x) < M. Tendo em vista (D, dado € > 0, existe b], a < 
b] < b, tal que 


b е 
(х) dx — L|<-. 
f 4 


a 


Podemos escolher 51 de modo que 
‚ е 
М ( b шин b 1 ) Жо —— „Рог outro lado, existe ó > 0 (que pode 


A 


ser tomado de modo 2М6 = --- | tal que, para toda partição Ру de 


Га, b1], com máx Ах; < б, 


à b € 
Y f (c) Ax; — І Го dar [| <=. 
P, a 4 


Temos, também, para toda partição P de [b], b], 


IN f (cj) Axil < kd (por qué?). 
P, d 


Seja, agora, uma partição P qualquer de (а, b], com máx Ax; < à, e 


suponhamos que b1 € [xj— 1,5/1 


6j, © 


EE E EE 1.3 


Xo *j-1 bi xj n 


temos 


n 1-1 п 
| X лед Ах =Ll=1 X с) Ах +) А+ X f(c)Ax-Ll- 
=1 +1 


ізі і i=j 


gat b, 
=| X fie)Axf(ej)7 x, — [reas raat + 
i 1 1 а а 


ізі 
n 
+ Y Hc) Ax; + f(c;,) G; b) + fic) Arj- fle) b ур) 
i=j+1 2 
451 b 
7с) оу bp] sl E He) Au + cy) Pn -%-0)- fro axle 
= a 
b | п 
+ Proa НЕ Y Леда tea bb АС) оуу) = 
а ісіні 


Иер OS 254525 =є. 


Е 
4 4 


Portanto, fé integrável em (а, b] e 


Ь 
f (x) dx = 1. 
а 


Deste modo, о teorema fica provado no caso f (x) > 0 ет (а, b]. Se f nào 
verifica esta condição, pelo fato de f'ser limitada em (а, b], existirá a > 0 tal que f 
(x) + a > 0 em (а, b]. Pelo que vimos acima, f(x) + а será então integrável em 
[a, b]. Para todo x em [a, 5] 


fQ)-[fG) + а] а 
logo, fé integrável em (а, b], por ser soma de duas integráveisem [a, b]. m 


Observação. Do mesmo modo, prova-se que, se f for limitada em (а, b] e 
contínua em Ja, b], então f'será integrável em (а, b]. 


Deixamos a seu cargo a demonstração da propriedade: se f for integrável em 
[a, c] e em (с, b], então f'será integrável em (а, b] е 


b с b 
f (x) dx = | ТҮРХ | f (x) dx. 
1 а с 


Como consequéncia do teorema anterior е da propriedade acima, vem о 
seguinte corolário, cuja demonstragáo é deixada para o leitor. 


с 


Corolário. Se f for limitada em (а, b] e descontínua em apenas um número 


finito de pontos, então fserá integrável em (а, b]. 


A4.5. INTEGRABILIDADE DAS FUNCÓES CRESCENTES OU 
DECRESCENTES 


Se f for crescente em (а, b], fassumirá em (а, b] valor máximo f (b) e valor 
mínimo / (а). Seja Р uma partigáo qualquer de [a, b]; podemos, entáo, considerar 
as somas superior e inferior de frelativa à partigáo Р: 


S(f,P) X f (x) Ax 


ісі 
| п 
5 (f, Р) = Eh fx NE. 
¡=1 


As propriedades demonstradas no caso de f se contínuas permanecem válidas 
no caso de f'ser crescente. Temos 


+ n 
S(f, P) - SCF, P)< X [f Gi — f (x; _- i)] máx Ax; (verifique) 
¡=1 


іс 

e, portanto, 

S(f, P) 5 (f, P) S[f (b) — f (a)] máx Ах;. 
Se f (b) = f (a), f será constante, logo integrável. Podemos supor, então, f(b) > 


f (a). Entào, dado е > 0 е tomando-se 


доа 
f (b) — f (a) 


com máx Ах; < 6, 


S (f, P) — S (f, P) < e 


e, portanto, 


4 para toda partição P de Га, b], 


=S(f.P)—S(f.P)<e 


n 
à f (c;) Ax; E 
m 


em que L é o ínfimo das somas superiores S (f P) Fica provado 
` . 


assim o 


Teorema. Se f for crescente em Га, b], então f'será integrável em [a, b]. 


Observação. Se f Гог decrescente em (а, b], então — f será crescente e, portanto, 
integrável; como f= — (~f), segue que f'será, também, integrável em (а, b]. 


O próximo exemplo nos mostra uma fungáo integrável cujo conjunto dos 
pontos de descontinuidade é infinito. 


EXEMPLO. Seja f: [0, 1] — R dada por 


| п п nal 

- E хх 

Р(х) = Р n+1 n+2 
l se х= 


: а L. 1 ГУ 2 
(х) = 0 se 0<х<-;/(х)- ѕе = х < etc. | 
2 2 ) 


Como f ё crescente, resulta que f ё integrável em (0, 1]. Observe que f é 
descontínua em todos os pontos do conjunto infinito 


(язттем" H 


A4.6. CRITÉRIO DE INTEGRABILIDADE DE LEBESGUE 


Henri Lebesgue (1875-1941) estabeleceu um critério de integrabilidade que 
nos permite reconhecer se uma fungáo fé ou nào integrável em (а, 5], olhando 
apenas para o conjunto dos pontos de (а, b] em que f é descontínua. Para 
estabelecer tal critério, precisamos primeiro definir conjunto de medida nula. 

Seja A um subconjunto de R e seja 71, 12, ..., ly, ... uma sequência de 


intervalos; dizemos que tal sequéncia cobre A se 
+00 
Ll E 


i=] 


АСЫЛЫП, ШЕ. 


isto 6, se А estiver contido na reuniáo de tais intervalos. 


EXEMPLO 1. Seja Д == = In € ІМ“ ja sequência 
n 
1 ва 1 
+ 


dada por [ — —  — — —— n= 1,2, 


..., Cobre А, pois 


ACIQUIS2UISUM .. 


Observe: 


ien ын has = L asa). 


No que segue, m (Г) indicará a amplitude do intervalo /; assim, se 1 = [0, 2], 


entào m = 2 ын 0 - 2; se 


1- T7 т 5. 


- 


м.> 


Seja A С IR; dizemos que 4 tem medida nula se, para todo € > 0 dado, existir 
uma sequência de intervalos 71, 72, 13, ..., Iņ, ... que cobre А e tal que 


+0 
У m(L)< e m 


n=1 


Observação: 


+ 00 k 
> m(l)- lim 2 m(,). 


n=1 k>+% n=1 


Antes de passarmos aos exemplos, lembramos que, se 0 < 4 < 1, então 


Crear. ti. m. Ч _ (verifique). 


е 
бе tomarnos sd E HEC чы (€ р>." O), teremos 
4 1+є 


9+42+9+...+4'+...= E « e. 


| 


EXEMPLO 2. Mostre que Д = | 1. іпе М * | tem 


medida nula. 


Solução 


€ 
Dado > 0, tomemos q tal que () «5 4 Яс Es 
е 


Consideremos a sequéncia de intervalos 


1 1 1 1 
„= |=-=—q",=+-=q"l.n=12... 
" F 2 | п 2 қ | 


Tal sequência cobre А e, como m (Iņ) = q”, resulta 


+o " 
X m)j-4*q*..*q'*..- —4— «« 
n=1 15510 


portanto, А tem medida nula. 
Seja А C R; dizemos que А é enumerável se existir uma sequência a], a2, ..., 
ар, ... tal que 


A= {аһ|п Є №. m 


EXEMPLO 3. N é enumerável, pois, 
N= {apl n E I) 
ет queay=n—1. m 


EXEMPLO 4. O conjunto А dos racionais estritamente positivos é enumerável. 


Ж "A 


un | шт 


aja 
ал | + 


A= (an| n € №) 


em que 


EXEMPLO 5. O intervalo (0, 1] náo é enumerável. 
Solução 


Suponhamos, por absurdo, que fosse enumerável; existiria, então, uma 
sequência a, a5, ... tal que 


[0,1] = {an| n € N}. 
Seja, agora, cj € ]0, 1[, com c] Ha]; a] não pode pertencer а 
O 10, суе [су. 1]. 


Seja [a], £1] o intervalo em (D que não contém a]. 


Seja, agora, c2 Є Jay, B1[, com cy Haz; a? nào pode pertencer a 


Q [æ], су] e |с». By]. 


Seja (аҙ, #2] o intervalo em (2) que nào contém ал. 


Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma sequéncia de intervalos 
lay, 21] 2 [02,82] Э ... 2 [an Pn] Э ... 
tal que, para todo natural n > 1, 
АС 
Por outro lado, existe pelo menos um real p € (0, 1] tal que 
p € [ол. Bn] 
para todo n > 1. Segue que 
рған 


para todo л > 1, que é uma contradigáo. ш 


EXEMPLO 6. Todo conjunto А enumerável tem medida nula. 
Solucáo 


Dado € > 0, consideremos a sequéncia 


1 1 
= RS — nA — 
1, = |а, > Ч’, dg "E 34 s 1:22... 


= = 


сото є 
0<g< — “eA = {а 
: 1+є " 


Tal sequéncia cobre Ае 


+ оо 
У mü)-q*q*..*q'*..«e a 
n=1 


EXEMPLO 7. Prove que 4 = (1,2, 3j tem medida nula. 
Solução 


A=(an|n € №}, em que a] = 1, a? = 2, аз = 3 e aņ = 3 para n 2 3; logo A é 
enumerável e, portanto, tem medida nula. ш 


EXEMPLO 8. Seja A C R; se A for finito, então A terá medida nula. 
Solução 


Suponhamos que А tem p elementos; batizando os elementos de А por x1, х2, 
«==, Xp, resulta A = {x1, X2, ... Xp} = fan | п € №} em que a] = x1, 42 = x2, ..., 
ар = Xp € an = хр para n > p. Assim, А é enumerável; logo, tem medida 


nula. ш 


Vamos, agora, enunciar, sem demonstração (para a demonstração, veja Elon 
Lages Lima, Curso de Análise — Volume 1), o seguinte 


Critério de Lebesgue 


Seja f limitada em (а, b] e seja А o conjunto dos pontos de (а, b] em que fé 
descontinua: А = {x € [a, b] | fé descontinua em x}. Então, 


fintegrável em (а, b] & A tem medida nula. | 


Exercícios 


Prove que se А estiver contido em В e se В tiver medida nula, entáo А 
terá, também, medida nula. 


Prove que o conjunto vazio tem medida nula. 


Prove que se 4 e В tiverem medida nula, então 4 U В também terá 
medida nula. 


1 sexeQ. 
0 ѕехє О 


é integrável em (0, 1]. Utilizando o critério de Lebesgue, conclua que [0, 
1] náo tem medida nula. 


Já foi visto que a função f(x) = 


Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integrável em (а, b], 
então f'será contínua em pelo menos um ponto p € (а, b]. 


Suponha f integrável em (а, b] e f(x) > 0 em (а, b]. Prove que 


b 
f (x)dx > 0. 
a 
Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se ffor integrável em (а, b], 


entáo | f| ef também seráo. 


Seja А o conjunto dos números irracionais pertencentes ao intervalo [0, 
1]. Prove que A náo tem medida nula. 


Dé exemplo de um conjunto náo enumerável que tenha medida nula. 
(Pesquise!) 


. Utilizando o critério de Lebesgue, decida se a fungáo dada 6 ou náo 


integrável. 


š - na [x exeQ 
a) f: [0.1] — R dada por гө-( sex dit) 


1 1 
sen T | sesen— *0 


b) f: [0,1] В dada por f (x) = sen — z 
х 


1 
1 sesen—=0 ou x=0 
x 


бн 1 
c) Г: 10,1] — В dada por го | ӨР ет дие А HIE м} 


Apéndice 
5 


DEMONSTRACÁO DO TEOREMADA SECÁO 13.4 


Seja a equagáo 


dx 
— = g (t) h (x) 
di Š 


em que g e h' são supostas continuas nos intervalos abertos / e 12, 
respectivamente. Consideremos os números reais 4) e xp, com fj € | exo € 


12. 
Tomemos rj > 0 e гу > 0 tais que 


[9 7 71. Q + r1] € Ti e [xo 7 72, хо + m] C 10. 


Da continuidade de g e /”, segue que existem a> 0 e f > 0 tais que 


O Ig (t) = aem [tg — rj. tp + ri] 
e 
Q Ih'(x) | = Bem [xg — 7, Xp + 71. 


Observamos, ainda, que, quaisquer que sejam ue v em [xo — 72, x0 + r2 ]. 


@ ІА (и) —h(v)lsgluc- vl. 


De fato, pelo TVM existe И entre u e v tal que 


й (и) — h(v) = h'(u)(u — v) 


e tendo em vista @ segue (3). 
Suponhamos, agora, que x = x (1), t € I, onde 7 é um intervalo aberto contido 
em 11, seja solução do problema 


| ах 
@) | 4 
X (fo) = хо. 
Então, para todo t em /, 
x'(0-g()hG @)) 


e, portanto, para todo tem 7 
t 

| g(s) h (x (s)) ds = [x (s) A = x (t) — xo 
fo 


ou seja, 
t 

© x (1) — хо = | g(s) h(x (s) ds. 
10 


Sendo x = x (1), t € I, solução de (2), tal função será contínua, logo, existe r > 
0 (com [tp — r, to + r] C 1) tal que 
© fg r < t = to + r = xg r = x (f) < ду + гу. 
Podemos escolher r de modo que 


1 
0) гЕтег<--. 
«В 


Lema 1. Se x = x (1), t € I, for solução de @) e se h (х0) = 0, então 


x (1) = xo em [tg — r, to + r]. 


Demonstração 


De O) e da hipótese segue 


t 
x (t) — xp = | g(s) [h (x (s)) — h (xg) ] ds. 
to 


Segue de (3) e de O) que, para todo sem [49 — r, t + г], 
| (х (5) = A (xo) | <2 | x (s) = xo |- 


Então, para todo tem [t9 — r, to+r] 


t 
Ix (f) 7 хо = aBl | Ix (s) — xo! ds l. 
fo 


Sendo М o máximo de | x (7) — хо | em [tp — r, tg + r], resulta 


t 
| ІЗ Бен ху! = аВМ | ds! 
to 
ou 
|x () 7 хо | SafM | t- 10| 
e, assim, para todo t em [tp — r, tg + r] 
|x (D -х0| xaBM r 
e, portanto, 
M x afiMr (por qué?). 


Se tivéssemos M > 0 (observe que M > 0), teríamos 1 < ойг ou 


que contradiz (7); segue então que M = 0. Logo 


x()=xgem [g-r,ig+r] m 


Lema 2. Se x = x (1), t € I, for solução de @ e se A (х0) = 0, então 


x (t) = xg em 1. 


Demonstração 
Pelo lema 1, existe r> 0 tal que 
x (D) = xo em [to — r, t0 + r ]. 


Seja В = (b € I| x (0 = ху em [tg — r, b [j. Se В não for limitado 
superiormente, teremos x (1) = хи em у — ғ, +0 [e +0 será, então, a 
extremidade superior de /. Se B for limitado superiormente, admitirá supremo 


b е, assim, 
x (t) = xç em [to — r, БІ. 
Se b pertencer a /, pela continuidade de x = х (0, resultará 


X ( b ) = Хо: seguirá, entáo, pelo lema 1 que existirá r ea 0 


tal que 


х (1) = xy em b=F,D+F 


contradigáo. Assim b é a extremidade superior de /. Deixamos a seu cargo 


concluir que 


x()-7xgem/. ш 


Teorema. Seja a equagáo 


ЖИК ТҮН 
dt ` | 


em que g е Л são definidas em intervalos abertos 7] е /2, respectivamente, 
сот g contínua em /] e Л” contínua em /2. Nestas condições, se x = x (1), t 
€ 1, for solugáo náo constante da equagáo, entáo, para todo tem /, 


h (x (0) #0. | 


Demonstração 


Se, para algum (0 em / tivéssemos A (x (10)) = 0, pelo lema 2, teríamos, para 
todo tem T, 


х(й-х(ю). m 


Apéndice 
6 


CONSTRUCÁO DO CORPO ORDENADO DOS NÚMEROS REAIS 


A6.1. DEFINIÇÃO DE NÚMERO REAL 


Definição. Seja a um subconjunto de ©. Dizemos que а é um número real se 
satisfaz as condições: 


(КІ) а#феа#0. 
(R2) У p,q Є Q, se p € ae q < p; entào q € a. 
(R3) a náo tem máximo. 


A ideia que está por trás de tal definição é a de caracterizar um número real 
pelo conjunto de todos os números racionais que o precedem. Pela definigáo 
acima, estamos representando um número real a pelo conjunto dos racionais que 
0 precedem. 


EXEMPLO 1.a= (p € Q|p <2 } é um número real. De fato: 


(R1)a 7 6, pois, 0 € a. 
«+, pois, 5 е Qe 5 a. 


(R2) Sejam р, q racionais quaisquer, com p € ae q < p. Temos: 
рЄа®р<2. 
Dep<2eq< р, segue д < 2, logo, q € a. 
(R3) a náo tem máximo (verifique). 


Assim, o conjunto a = (р € Q | p< 2) satisfaz as condições (КІ), (R2) e 
(R3), logo, é número real. 

Seja r um número racional qualquer. Deixamos a seu cargo a tarefa de 
verificar que o conjunto {р € @ | p < r ) é um número real. Tal número real 
será indicado por r*: 


r*= {p E€ Q|p<r } (rracional). ш 


ЕХЕМРГО2.0-0, U {pE O 1р2 <2 } ё um número real (quem é 02). 
De fato: 


(R1)a 2$, pois, @- C a(Q- = (x € @|x <0}) 
«+, pois, 5 Є Qe 5€ a. 

(R2) Sejam р, q dois racionais quaisquer, com p € ae q < р. Temos: 
(i) se p € Q_, então q € O_, logo, q € a. 
(1) se p > 0 e q <0, então q € a. 
(іші) вер>0е4>0 


4<р 


2 Э 
4>0 = q“ < p“. 


De p? < 2, segue 4 < 2, logo, q € a. 
(R3) Seja p € a, com p> 0. Temos, para todo n € N*, 


E 2 2 
(p++) =p +P ИРЕ ФЕ. РЕЈ 
п п n- n n 
L^ ЕТ 
ре | wp-F—(2p-t1 
n n 


Por outro lado, 
1 29:41 
п Z- p* 
20-51 
IOS, V 


dp 


Tomando-se, entáo, n M ,Tesulta 


1 
pt—| <2 
n 


o que mostra que a não tem máximo. ш 


Exercícios 


1. 


É número real? Justifique a resposta. 
a)a- (p & Q|3p* 1«2p-5] 
Ма-ірей(|(р-1)2(р-3)<0) 
с)а= {ре Q| p? - p? « 3p- 6«0] 
а= tpe р -эр0-5-0) 


e)a- (pe a|p) «3] 
Seja a um número real e indique por Ма o conjunto dos racionais que 
sào cotas superiores de a. Prove que 


В= (pe @|-p € Mae -p#minMa) 


é número real. 
Sejam a e р números reais. Prove que а Ufe a N f são, também, 
números reais. 


Sejam os números reais a = (p € @ | p < 5} ер= (pe 0|p<2). 
Determine aN B e a U р. 


Para cada n е М, seja о número real 


п = 
а», = ------- ж : Complete: 


2n +1 


U ба ao U a U a? U a3 =... 


n=0 
6. Para cada n е N, seja o número real 
n 4 
= — ж Prove que 
а, ; 


2n +1 


E | l| 
1) | а, == | Р = O | р <>) onde 


n=0 2 
+ оо 
LI (Сү... indica a reunião de todos os números reais ap, a], ..., 
iT n 
n=0 


Sejad=(1*|r80,r>0e 12<2 j. Determine a reuniáo de todos os 
reais a, com a € А. Verifique que tal reuniáo é um número real. 


A6.2. RELAÇÃO DE ORDEM ЕМ & 
O símbolo R será usado para indicar o conjunto dos números reais: Ё = (a | а 


é número real). 


Definição. Sejam a e f dois números reais. Definimos 


a) a< @% a C f. 


b) a«f ас fBeazf. 


Deixamos a seu cargo verificar que, “<” é uma relação de ordem sobre R, 
isto é, “<” satisfaz as propriedades: 


01) V a € В, a < a. 
02) У а. В е R,a < e P Sa => а= В. 
03) У 2,8,7 € ®&а<8е8<у= а<у. 


Para provar (04), vamos precisar do 


Lema. Se a é um número real e se x é um racional, com x € a, entào, p < x, 


para todo p € a. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que exista p € a, com p >x. Pela (R2), teríamos, 
então, que x € a, contradição. Portanto, se x € a, então p < x para todo p € 
а. m 

Este lema nos diz que todo racional x que não pertence ao real a, é uma cota 
superior de a. 

Vamos, agora, demonstrar a seguinte propriedade. 


Propriedade (04). Quaisquer que Д Xf ouf xa. 


Demonstração 


Quaisquer que sejam os reais a e f, a C f oua f. 

Se a C р, entáo, a < f. 

Se a não está contido em £ (a d 8), então existe um racional x, com x Е ae x 
ер. 

Como x ЕЙ, segue do lema que p < x, para todo p € р. Como x € a e, para 
todo p € f), p < x, segue de (R2) que p € a, para todo p € f, isto é, С a, ou 
seja, Xo. m 


A6.3. ADIÇÃO EM R 


Teorema 1. Se а e В são números reais, então 


y-(a*tbjaeabefj 


também 6 número real. 


Demonstração 


Precisamos provar que y satisfaz as condições (R1), (R2) e (R3). 
(КІ) Como a e f não são vazios, existem а € о, b Є р; assim a + b € y, logo, y 4 
ф. 
Por outro lado, como a Z @ e 8 Z 0, existem racionais s е t, com s Ẹ a e t Ẹ р; 
pelo lema da segáo anterior, tem-se: 


Vaegma<seV be B,b<t 
daí 
VaeaVbeBa+r+b<s+t. 


Logo, s + t € y e, portanto, y 4 0. 
(R2) Precisamos provar que, se x € ye y < x, então y € y. Para provar que y € 
y, precisamos fabricar um s € a e um t € fj, de modo que y = s + t. 
Temos: 


хеуФх-азбраға alguma € ae algum b € f. 


De y < x segue y < a + b, daí y — a < b; como b € р, segue que y — a € f. 
Entáo, 


y=a+(y- a), сот а €ae(y- a) € f. 


Logo, y € y. 
(R3) Para provar que y náo tem máximo, precisamos provar que, se x € y, entáo 
existe y € y com x < y. Temos: 


x ЄуФ х= а+ b para algum a € ae algum b € р. 


Como a e р nào têm máximo, existem racionais s Є a e t € fcoma<seb 
«t;daí,a- b < s + t. Tomando-se y = s + t, tem-se x < y, com y € y. Assim, у 
náo tém máximo. 

Como (КІ), (R2) e (R3) estão verificadas, segue que y Е R. m 


Definição. Sejam a e f dois números reais; o número realy= [a+b|a € 


a, b € р} denomina-se soma de a e е é indicado por а + f. Assim, a + f = 
fa+b|a E abep). 


А operação que a cada par (a, f) de números reais associa а sua soma а + р 
denominase adição e é indicada por +. 


EXEMPLO. Sejam r e s dois racionais; prove: 
r* + s* = (rc s)*. 
Solução 
Precisamos provar que r* + s* C (r+ s)* e que r* + s* D (r+ s)*. 
Lembramos, inicialmente, que 


т®={хєЄ@|х<г};з*={х Є @|х<з} 


("+ 5)* = хЕФ|х<г+5}. 


x € r*- 5* © х = а + Б para algum а < re algum b < s, com a e b racionais. 


х=а+ b| 
acr +p>ox<r+s=>x€lr+5)* 
b<s 


Provamos, assim, que 


xEr+st>x€ (r + s)*; 


logo, r* + s* C (r + s)*. 


xe(rrs)*-—xcrcts2x-rc«s. 


Tomemos um racional и, com x — r < u < s. 


u<s>uest 
xx r<su>x-usr>x-uert 


Segue que 


х= (x — u) + u, com x — u E rfeu E st; 


logo, х € r* + s*. 
Provamos assim, que 


x € (r+ s)* = x € r*+ s* 
logo 
(r+s)* Cr*+s* m 
А6.4. PROPRIEDADES DA ADIÇÃO 


Nosso objetivo, nesta seção, é provar que a adição satisfaz as propriedades 
(A1), (A2), (A3), (A4) e (0A). 
Para provar (A4), vamos precisar do 


Lema. Sejam a um número real, и < 0 um racional e Mg o conjunto das 


cotas superiores de а. Nestas condições, existem p € a, q E М, q тіп Mg 


(caso mín Mg exista), tais que p — q = u. 


Demonstração 


P q 


Estamos interessados em determinar p € a, q Є My, q + тіп Mg, com p — q 


=u. 
Para isto tomemos um racional s € a, com s # mín Mg, e, para cada n € N, 


consideremos o racional gy, = nu + s. 


4» 4| do 
"E ШЕ SE 


u+ s $ 


Seja, agora, n o máximo dos naturais л para os quais q, € Mg € qn + mín 
Ma. 
Dois casos podem ocorrer: 
1.º CASO. (]— T= 
4 € M,e gr +16 G. 


di +1 45 =пи +5 


“ ж 
MERE аних.” a 


^ M, 
Tomando-se (f = da e Р = Чи + Сана 


22 CASO. (1- — Ма e +1 = тіп М, 


(que só poderá ocorrer se mín Mg existir). 


Tomando-se 


q = q+ тиер= 48-17 lap-q-u, 


сотреаеде Mo. q #таїп Mg. 


dn «1 Яя 


Teorema. A adição satisfaz as propriedades: 


Al) Associativa: V a, B, y е R, a+(B+ y) = (a+ В) + y. 


A2) Comutativa: У a, В е R,a+ B= В+ a. 

АЗ) Existência de elemento neutro: V a € R, a+ 0* = a. 

A4) Existência de oposto: Para todo a € R, existe р Є R com a + fj = 0%, 
ОА) Compatibilidade da adição com a ordem: У а, В, у е В, а<р > a+ y < 
By 


Demonstração 


Al) e (A2) ficam a seu cargo. 
АЗ) Precisamos provar que a + 0* Caca C a+ 0*. 


a+0*C a 


Lembramos que 0* = fu € Q| u < 0 |. Temos: 


x € a+ 0* > х= a+ u para algum a € ae algum u < 0, u € O. 
и<0зази<а>х<ахеа 


portanto, 


хЄєа+0* әх єа 


Logo, a + 0% C о. 


«С a+ 0* 


Precisamos provar que, se x € a, então é possível fabricar um a € a e um и 
<Otalquex=a+u. 
Então, 


x € a= Ja Є а, com x < a, pois a não tem máximo. 
x<a=x-a<0. 
Assim, 
х=а+(х-а),сотаеаех-а<0, 
logo, x € а + 0%, Portanto, 
аСа+ 0*. 


A4) Seja a um número real; de acordo com o Exercício 2-A6.1, 
В= {р € Q|-p E Mge-pzmín Mç) é um número real. Vamos provar que 
a+ B= 0*. 


a+B С 0* 


x€a+f>x=a+ b para algum a € ae algum b € f. 
bef--b»a-2acbc«Q0. 


Assim, 


x € a+ x Є 0*, оџѕеја,а+ B C 0%, 


Precisamos provar que, se x € 05, entáo x = a + b para algum a € a e algum 
be f. 

Como x < 0, segue, do lema anterior, que existem a € «e -b € Mg, сот ~b 
# тїп Мо, tais que x = а — (~b); assim x = a + b com a € ae b € р. 

Portanto, 0* C а + р. 

Provamos, assim, que, dado um real a, existe um real f tal que a + f — 0%; 
provaremos mais adiante que tal f é único e será, então, denominado oposto de а 
e indicado por —a. 


(0A) Sejam a, f, y € R, com a € f; vamos provar que a + y < + y. Temos: 
х Еа+у > х=а+с para algum а € ae algum c Є y. 


Da hipótese, segue que a € a > a € В. (Lembre-se: a €f @ a C р.) 
Assim x = a + c para algum a € £ e algum c € y. Logo, x € f + y. 
Provamos, assim, que 


а<В ә а+ус ту а+у<В+у m 


Teorema. (Unicidade do oposto) 


Se a+ B= 0* e a + y= 0*, então f = y. 


Demonstração 


В= 0*+ [= (у+а+В=у+ (а+ В) =у+0*=у. ш 


Teorema (Unicidade do elemento neutro) 


Se a+ у= a para todo a € R, então у= 0%, 


Demonstração 


Da hipótese, segue que 0* + y= 0*; daí y= 0*. m 


Exercícios 
1. Prove: У а, f, y Є Еа-р->ағу-)рғ)у. 
2. Prove: V а, р, y ER, a+ y= B + y = a= f (lei до cancelamento). 
3. Prove: V a € R,- (-a) = a. 
4. Prove: V ае В, а<0* €» 0* <- a. 
5. Prov: У а,),у,б е Raxfleyzó ә а+у<р+д. 


A6.5. MULTIPLICAÇÃO EM R 


Teorema. Sejam a, В € R, com a > 0* e 8 > 0*. Então 


¡=0-UfablaSabef,a>0,b>0) 


é um número real. 


Demonstração 


(R1) 74, pois С y. 
Para provar que y + ©, procedemos assim: como а e р são números reais, 
existem racionais m e n com m € ae n € р, daí: 


Уа ео,сопа>0,а<т 
V be f,conb»0,b«n 


logo, 


ab < mn para todo а Є a, a > 0, para todo b € £, b > 0, portanto, mn € y. (Por 
qué?) 


(R2) Sejam p, q racionais com p € уе q < p; precisamos provar que q € y. 
Entáo: 
(а) Se p <0, então 4 < 0, logo q € y. 
(b) бер>0е4<0,4 е). 
(c) Se p > 0 e q> 0, vem: 


p € ye p> 0 > p= ab para algum a € a, a > 0, e para algum b е fj, b > 0. 


De 0 < q < p = ab, быс b. is Bana 
a a 
q 
=> O: оь, 
а 
4 4 
4 -а. сопа аа>0е Leg E sk 
a а а 
Portanto, q € y. 


(R3) Para provarmos que y nào tem máximo, basta provarmos que, se p € yep 
> 0, então existe q € y com q p. 
Temos: 


p € у,р> 0 > p= ab para algum a € о, а> 0e algum b € f, b> 0. 


Como a e são números reais, existem а” > a, com а’ € a, b' > b, com b' е 
B;daía'b' > ab-p,coma'b' E y. m 


A seguir daremos a definição de produto de dois números reais. 


Definição. Sejam a, f € R. Definimos o produto de a por р por: 


(Q_ulablaca БЕВа>0,Ь> 0] se а>0% е B>0* 
0* зе а=0* ou В=0* 


1—{(-а) - Bl sea <0% e В>0* 


а-В- 
-la (—8)} sea > 0* e B<0* 
(-a) (-B)sea<0* e B<0* 


EXEMPLO. Seja a= @_ U fp € Q4 TES 2); prove que аг a = 2*. 
Solucáo 


a:a-Q. U 16| а>0еа2 «2,b» 0e 2 «2). 


Precisamos provar que ага C 2* e que 2* C а: а. 


хЕеасаех<0-хе2%, 
x€a:aex»0-2 x-ab,coma»0ea? «2,b» 0e b2 «2. 


х=аһ= х2= а2 52 < 4. 


х>0ех2<4->х<2.Рогапю, 
хеа' вех>0>хе 2*. 


Segue que a+ a C 2%, 


хЕ 2*ех<0>хед: а. 


> 


x 
хЕ 2*ех> 0>0<х<2=> «2. 


Existe a racional, а > 0, tal que 


"7 
x= Э ° . 
ES < а^ < 2 (veja adiante). 


2 Э 
RA X C. o 
Daí x < 2: сото --- > 0 e x < 2. 


с, а a 
Хх _ 
resulta que —— -- O Assim, 


а 


X 
кн = 
а 


X X 
como a>0, (T — и А > 0 6— е СҮГ ово, 
а а 


х € a: а. 
Assim, 
xe€2*ex20-2x€a-:a. 


Portanto, 2* C a: a. 
Provamos, assim, que а: а = 2*, ou seja, 2* admite raiz quadrada ет R. 
? 


de 
Vamos provar a seguir que, se |^ < ту entáo existe а > 0, 
у c 
< 
2 
ional, tal ын 2 ^) De fat é ional. 
racional, ue e fato, como x é racional, 
q "B = 
- 
2 2 2 
2 - 


Ж” X 
po A T 1 I Se 
2 2 2 


basta t 
=], asta tomar 


Зэ ! tomemos um natural л tal 
kJ 


1 Y 2.1 3 
Сошо|14--1-14-4 <1+=, 
п п m- n 


tomando-se л tal que 


ДЕ e. >= 3 
Lt AU > 
n У-1 


сш que 


2| 


y — mín |: у, Ї (1) se verifica. 
y 


1 


Seja H = ] + — „ет que n é um dos naturais que verifica (T. 
n 
Um dos termos da progressáo geométrica 
u2, 44, иб, ХУД uk, ses 


está compreendido entre > 


- 
Seja k o natural para о qual se tem 


e 2 (por qué?). 


E 
A oi u?* 422. 


Basta, entáo, tomar a = uk. = 


Exercício 


Prove que, se a e b são dois racionais quaisquer, então a*b* = (ab)*. 


A6.6. PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO 


Nesta seção, vamos provar as propriedades (M1), (M2), (M3), (M4), (D) e 
(OM). Para provar (M4), precisamos do 


Lema. Sejam a > 0* um número real е u, racional, com 0 < и < 1. Então, 
existem racionais p Є a, q € Mg, com q + mín Mg, (caso My admita 


р 


mínimo), tais que = H. (Mg é o conjunto das cotas superiores de 


q 


а.) 


Demonstração. Fica a cargo do leitor. (Sugestão: Tome um s € а e, para cada 
natural л, considere o racional др = su”; agora, proceda сото na demonstração 
do lema da Seção A6.4.) ш 


Teorema. Sejam a, f e y reais quaisquer A multiplicação verifica as 
seguintes propriedades: 


МП (aff) у= а (fy). 
M2) af = fa. 


М3) а :1* = a. 

МА) Se a Z 0*, existe р Є R tal que a: f = 1*. 
D) a ($ + y) = af ау. 

OM) a <$ e 0* xy = ay < fy. 


Demonstraçao 


(М1) е (М2) ficam a seu cargo. 
(М3) Suponhamos, inicialmente z > 0%, Precisamos provar que a: 1* C aea 
Са-1%, 


Lembramos, inicialmente, que a: 1*=@ U {ab|a E a,a>0,0<b<1j. 


х6о:1%ех<0-әх во. 


х Еа: 1*ех> 0 ® х= аи, сот а Е а, а> 0,е0 <и < 1. 


De u < 1 e a > 0, segue аи < a е, portanto, x = аи € а. Fica provado, deste 
modo, que a: 1* C а. 


aCa:1* 


х Е аех<0 >хел: 1*. 
x Е чех > 0 = Ча а, com x < a. 
X — * 
Assim, Y = (1 * — — КЕ" 1*. pois, а € z a> 0, е 
X X 5 
— ёс [сов — -> (), Portanto, a € a- 1%. 
a a 


Provamos, assim, que se a > 0%, então a: 1* = a. 
Se а = 0*, pela definição de produto, а · 1* = 0* · 1* = 0* = а. 
Se a<0* а · 1* = -[(- a) : 1*] =- [— a] = a. 


Segue que, para todo a € R, a: 1* = a. 


(M4) Fica a cargo do leitor. (Sugestão: Suponha, inicialmente, а > 0* e considere 
o número real 


В-0- с|редір>в T e eL е mía M, | 
р P ) 


Proceda, então, como na demonstração de (A4) e conclua que a: f = 1*. 
Se a < 0*, —a > 0*, logo, existe р tal que (-0) : f = 1*, mas, (7a) B = а · (P); 
logo, а (~£) = 1*.) 


(D) Precisamos provar que 


a (B+ y) C af + aye a (B + y) 2 a + ay. 


1.° CASO: «> 0*,8 > 0* e у> 0*. 


G (B+ y) С оф + ay 


x € a (P+ y) e x <0 > x € oP + oy. 

x € a(B+ у) e x> 0 = х = ad para algum а > 0, a € a, e para algum d € fi + y, 
а> 0. 

defcty-d-btc,combe fec € у. 


Assim, x = ab + ac € ofi + ay, pois, ab Е а ` fe ac € оу. Portanto, a (f + y) 
C af + ay. 


af * ay C a (f + y) 


хеар-ауех<0->х €a(fcy) 
Suponhamos, então, x > 0 e x € ор + ay. Como af > 0* e ay > 0*, existem и 
€ оД,и> 0, e v € ay, v > 0, tais que x = u + v. (Verifique.) 
Segue que existem a, а’Е а, com a > 0ea' > 0,b € f,comb>0,c € y, 
com c > 0, tais que x = ab + a'c. 
Supondo a' < a, resulta 


x=ab+ ас <аЬ+ ac - a(b* c) E a (B+ yy; 
logo, pela (R2), x € a (f * y). Fica provado que 
af + ay C a (B + y). 


2.º CASO: a> 0* e B + y> 0*. 
Suponhamos Д > 0%, Temos: 


ау= «[(8 + y) + (-В)] = a (B + y) + a (cP) (1^ caso); 


a (B + y) = af + ay. 
3.º CASO: a> 0* e 8+ y < 0*. 
а +) =- [a (B-71 =- ICD) + a C) 


ou seja, 


a (B + y) = af + оу. 


Deixamos a seu cargo verificar os demais casos. 
(ОМ) Deixamos a seu cargo. ш 


A6.7. TEOREMA DO SUPREMO 


Um subconjunto А de & se diz limitado superiormente se existe um número 
real m tal que, para todo a € А, a <m. 
Para demonstrar o teorema do supremo, vamos precisar do seguinte 


Lema. Seja 4 um subconjunto de (2, não vazio e limitado superiormente. 
Então, 


у= Ua = {хє @1хЄєа para alguma € А} 


«ЄА 


é um número real. (у é a reunião de todos a pertencentes a 4.) 


Demonstração 


(КІ) Sendo 4 + $, existe а Є А e, como а + ф, resulta y 44. 

Sendo А limitado superiormente, existe um número real m tal que a € m, para 
todo a € А. Como m é número real, existe x racional, com x € m; daí para todo a 
€ A, x € a, logo, x € y e, portanto, y Z 0. 

(R2) Sejam p e q dois racionais quaisquer, com p € ye q < p. Temos: 
p€ y= p € араға algum a € А 
pEaeq<p>qEa 
qea-qe)y 


(R3) p € y> p € a para algum а € 4. Como a nào tem máximo, existe 


р E com 
P xp. p — G = ре С 7. Assim, para todo p € 
y, existe р E Y, com р < р. Portanto, y náo tem máximo. 


Como (КІ), (R2) e (R3) estão verificadas, segue que у é um número геа. ш 


Teorema (do supremo). Se A for um subconjunto de R, nào vazio e 


limitado superiormente, entáo 4 admitirá supremo. 


Demonstração 


Seja Y Ғғ U а * Pelo lema, y 6 número real. Vamos mostrar que y é 


aEA 


о supremo de А, isto é, у = sup А. De fato, como y 6 a reuniáo dos а pertencentes 
а A, segue que, para todo a € A, 


у D а, ou seja, у za. 
Logo, y é cota superior de А. Por outro lado, se y' é uma cota superior qualquer 
de А, y' > a, para todo a € А, e, portanto, para todo a € A, 
y Da 


— 
| -— 
logo, y — U шах Y, ou seja, у > y. Assim, y 6 a menor cota 


a EA 


superior de 4, isto é, 


y=sup4. ш 


А68. E | 
IDENTIFICAÇÃO DE @ COM Q 


Inicialmente, vamos definir aplicação bijetora (aplicação e função são 
palavras sinónimas). Sejam 4 e В dois conjuntos não vazios e g uma aplicação de 
АевВ. 

Dizemos que р é bijetora se 
i Imp=B 
ii) v steA,szt-o(s)zot). 

A condição (1) significa que q é sobrejetora e a (ii), injetora. Deste modo, q é 
bijetora se, e somente se, q for injetora e sobrejetora. 

Seja a um número real. Dizemos que a é um número real racional se existe 
um racional r tal que a = r*. 

O conjunto dos números reais racionais será indicado por 


0:0- [po Ir€ O). 


Seja a um número real. Se a náo pertencer a O diremos que 0 é um 


^ 
número real irracional. Verifique que 


a=@ U (x € Q,|x2«2] 


é um nümero real irracional. 


Olhemos, agora, para a aplicagáo Ф ° Q › C dada por g(r) = 


r*, que a cada racional r associa о real racional r*. Tal aplicação é bijetora 
(verifique). Além disso, temos: 


(1) g(r s) = (r+ s)* 
Gi) g(r s) = Gs) = * 
(iii) rss € r* < s*. 


* + s* = g(r) + g(s). 
s* = g(r) ф(5). 


Tal aplicagáo q nos permite, então, identificar o racional r com o real racional 
7*. Neste sentido, podemos olhar para 0) como subconjunto de R. 


RESPOSTAS, SUGESTÕES OU SOLUÇÕES 


CAPÍTULO 1 


1.2 


1. 


2. а)3х — 1>0риах> 43% -1<0раах< $; 3x 1 0 para x = - 


аух< b)x< -2 ох«-4 dxz1 e)x< 


ю | ш 


b)3=x>0parax<3:3-x<0 para x >3;3- x = O para x = 3 


g 2 
c)2—3x > 0 para x < 2-3х<0рагах > 3: 2-3х- 0 para x = > 


wt 


d)5x + 127 Орагах2> -ps 1<0рагах< эрээ 1=0рагах= ^s 


[2] шаг >Орагах< loux> 2; хал <0рага1<х<2; ^^ =0 para 
y= =, х-2 


x = 1. А expressão não está definida para x = 2 


ou x > 2; (2x + 1) (x — 2) < 0 para 


ы|- 


Л (2х + 1) G — 2) > 0para x < — 


1<х<2(0х%)а-2)-Орах- -4 oux=2 
2- 9 - 
= ЗЕ раа Өн 2; 2 3 
х+2 3^ X2 
2=3х 
x2 


әрә 


8) < 0 рагах < —2 ou x > 


‚ A expressão não está definida para x = —2 


РЭГ 


= 0 para x = 


2-х 2-х 2-х 

h) > Орагах < 20их > 3; < 0рага2 < x < 3; -0 
3-0 3-2 9-3 

para x = 2. A expressão não está definida para x = 3 


i) (2x — 1) (3 — 2x) < 0 para x < Зовх» Za- 1) (3 – 2х) > 0 


3 


1 3 1 g 
ara — < x < —; (2x — 1) (3 — 2x) = 0 para x = — ou x = — 
р 2 2 ) ) р 2 2 
j) x (x — 3) > 0 para x < 0 ou x > 3; x (x — 3) < 0 para 0 < x < 3; 
х(х – 3)= Орагах = Ооих = 3 


D х(х- 1) (2х + 3) > О рага -— <х<0оих> 1; х(х — 1) (2х + 3) <0 


кш 


3 
para x « т2 %0<х< 1; x(x — 1)(2х + 3) = O рагах = 00ux = 1 
3 
oux=—— 
2 
m) (х= 1)(1 + x) (2 — Зх) > 0 para x < —1 ou E хх: 
2 
(х= 1) (1 + x) (2 — 3) < 0 para —1 < x < Эмх» 


(х= 1) (1 + x) (2 — Зх) 0 para x = 1 oux = —1 oux = 


vo [to 


n) x (2 + 3) > 0 para x >0;х(х2 + 3) < 0 para x < 0: x (x? + 3) = 0 para 
x=0 


o) (2x — Do + 1) > 0 para x > L ох- Do + D <0paa r< 4; 
x= 062 +1) -Ориах- — 

b b 

р) (a>0)ax + b >0parax > ——;ах + b < 0 para x < ——;ах+Ь=0 

a a 


b 
рагах = —— 
a 


q (a<0ax+b>0parax<-Liar+b<Opaax>-Liaxtb=0 
a a 


a 
ш-1<х<+ Ь)х= 1оих>3 дх<-іох>2 %-3<х<1 


gx«-2oux22 h)3<x< 48 


2 
е)х= —oux22 f)xsO0ouxz 1 
3 2 3 


6. 


10. 


a 3 > 3 1 
ix < > х» x< > %чх>2 )-1<х<0ошх> A 


m |° 


1 3 
т)х<--ошх> 3 п)х< = ох<3 


T 
х2 +2х+ 
а)х+1 jj AA с)2х-3 а) = 
x+2 х 
x+3 1 | ИККЕ 222 
лЛ-ШЕ g-l ю-— й-®—? 
9x4 5х хр хр 
1 2 2 
D2x+h m) —-—— — — n)3X + 3xh + h^ o)4x 
x(x+h) 


a) x<-=20ux>2 

b) —1<х<1 

e) x<—2oux>2 

а) x<=lo0ux>1 

е) x<3o0u=1<x<3 


p х<-2о4х>2 


8) 1 


h) Х<-4оих>4 
й—г<х<г 

px<-roux2r 
a) x- 6-2) 
b) (к+1)(х-2) 


©) (x - 1)2 
4 (x-3)? 
e) x Qx - 3) 


p c-DQx-1) 


п. 


13. 


g) (x — 5) (x + 5) 
h) (x + 1) x — 2) 
p 2x 3) 2x + 3) 
pxQx-5) 

а) 1<х<2 
b)x<20ux>3 


e) x<0o0ux> 3 


4-3<х<3 
e) x<-loux>2 
D 2 


x«-loux» —— 


» 1 


а) Qualquer х 
b) Qualquer x 
c) Não admite solução 
а) Não admite solução 


e) x>3 


17. 


19. 


20. 


су-—1,1е2 
4)! 

e)2 

f —3,—2,2 

a) 6- DG * D (e +2) 
b) (x — 1)2(х+1)(х—2) 
e) x G3) (x — 0) 

4) (x- 2) (x + 2) (x + 3) 
e) (z+ 1) (x + 2) (x + 3) 
D (х= 10) G2 + x+ 1) 

a) x>1 

b) x<-—3ou-2<x<-l 
су—3<х<—2оих>2 


d)x<-30u0<x<l 


13 


1. 


a) 7 

by 3 

са 

d) та 
ejaseaz0;-asea<0 
f) тазеа>бавеа<0 
аух-2ох--2 
b)x=20ux=-4 
c)x-loux-0 


d) Мао admite solugáo 


o 3 


Л 

Жар 
а)—1<х<1 
b -1«х«2 


с) Náo admite solugáo 


02 4 


— < Y < — 
е)—1<х<1,х#0 
р -1<х<7 


gx<-3oux>3 


h) x < —-4oux > -2 
jx<0oux>3 


91 


—<x<l 


3 


- 


D х<00их> 2 


т) d 


тх>1 
o)x<loux>2 

5. а) 2x -lsex &-l;1se-1«x «0;2x + 1вех>0 
bj Звех<-1;-2х4 15е -1<х< 2; -3 5ех>2 


o 1 1 


—3x+3sex< x+ 15е....<х<2;3х-3вех>2 


2 2 


d)-3x+3sex<0;-x+3se0<x<l;jx+Isel<x<2;3x—3 se 


х>2 
14 
5 3 
1. о |-> += МІ-ІШ c) 1,21 а) Il 
2.0<r<l 


3. 0<r<s, em que sé o menor dos números b — p e p а. 


“ONA ДЕ c) ] —°, +®[ ДЕН 


CAPÍTULO 2 


3 2 р 6 
1. а)-36-- Б) 0, —e 42 с) 4 d) = 
4 3 а 


2. a)x c 1. bx-1 сухір d)2 е)2 fo gx + 25+ 4 
Вх -2х+4 DX + px + р? == Be mme 
х3 x= 3 l x+p 


т 10] = je ) 
9x? 9x? 2 хр 4 х?р? 


3 42 
b) 3 
e) -2 
а) 2x+h 
e) 2x+3+h 
p -2х-й 
g)2x-2+h 
h) 2x-2+h 
i) -4x - 2h 
px*1*2h 


D 3x2 + 3xh + h2 


m)32 + 2 + 3xh + h 
l 
x(x+h) 
2x+h 1 
2 7 s) - 
x^ (x + А) (х+ 2)(х+2+ л) 


n)3X + 2x— 1+ h+k 0)0 р) - 


q) 62 —1+6xh+2h? р) – 


a) Dy= R b) D, = R c) Di = R 


m) D, = R 


n) D |= R 


o)D,= (x € RIx#1) p) р, = (x€ RIx# 1) 


2 2 
х2-1 х2-2х+1 
h@ = = =х+1,хФ1 ga ^—————=х-1,‚х=1 
=] = 
n 
2H 1 
Wi 
1 -1 
3 


4)р,- («ЕКіхж0) г) р; = (x€ Rix #1) 


1 
s) D; = (хеКіхж E: 


77 


7. 


a)f(x) > 0 se x > 3; f (x) = Оѕех = 3;/(х) <0sex<3 


b)f(x)>0sex< 2:70 =0sex= if) <0sex> i 


с)ў(х)> 0зех> 170) =0sex= E Ро) < 05ех< e 


d)f(x) > 05ех< — 


wjn 


5 
Ро) = О ѕех = pfe <08ех> - 


[XI 


e) f(x) > 0 se x > —3;f(x) = 0 se x = —3; f (x) <0вех<-3 


DfG) > sexe xi fü) =0sex= = 10) «sex + 
&)/(х) > 0зех> Rs =E f) <0sex< zb 
a a a 


п) рО) > 0sex < „ууш Озех= ЖО ро) «sex 25. 
а а а 


a) f (x) > 0 se x < —2 ou x > 1; f (x) = 0 se x = —2 ou x = 1; f (x) < 0 se 
-2«x«1 


b)f(x) > 0sex & — 


кч 


oux>-I:f(x)=0sex= — 


to] 


ойх=—1;/(х)<0 


3 
se——«x«-l 
2 


c)f(x) > 0se0 €x < E; f(x) 20sex = доих = 1;/(х)<0зех<0 
oux> 1 


d)f(x)>05se2<x<3:f(1)=0sex=2o0ux=3:f(1)<0sex<2o0ux> 3 
e)f(1)>0sex<-—loux>l:f()=0sex=1;f(1) <0se-1<x<1 


3 3 
Pf) > 0se i <х< 3/0 =0sex= —f(x)«0sex« loue > 


| 


3 
g8)fG@)> Оѕех < Е ou x > 0; f(x) = 0 se x = 0; f(x) < 0 se -i «x«0 


туо) > 05ех< E oux 2if(x) = 0sex— -L; fo) <0se => <x<2 


1 1 
I f(x) €0sex < -1ou0 cx < gd tus Osex О oua 297020 


1 
IS 


DIO<Osex< 1:70) =0s0x= 170) >0зех> 1 


3 3 
D f(x) < Оѕех < -—1 ou > <x<2f(x)=0sex=-loux= 2 ec 


f0)>0se-1<x< 2 их> 2 


туоу<0ех< Soul << 3:/0)-0жх- 33/0) One eae 
oux 2 
2 
a)(xeRix*1) bD(xERIx*-lexX*1) oR 
d(xERIx*-2) е) (хеКіх>-2) D(xeRIx *0ex-* —-1) 
gí(xeRix«-1ouxz1) hH(xERIx<-30ux>0) 


ВЕ p [s] ДЕН т) (xERIx<-—2oux=> 3) 
n(reRIrs-1outz1) o)(xERIx>=0ex%*1) p)[-2,2] 
ola. H [1,3] 90.1 a[o] и) {0} ОП, +%[ 


a) b) c) 


а) e) Л 


p D) m) 


2 2 
р) у=х sex>0;y=-x sex<0 q) y=xX'sex=0;y= -Әвзех<0 


c)f(—2) = 1 é o menor valor 
atingido por f 


14. 


h) 


8) 


а) Ро) 20sex<-=10ux>1;f(x) 086-1«х«1 

b) f(x) >0зех<2оих>3;/(х)<0зе2<х<3 

c) f(x) > 0 para todo x 

d) f(x) 20 se 0 <x <3; f(x) < 0 se x < 0 oux > 3 

e) f(x) < 0 para x Z-1;/(x) = 0 para x = -1 

f) FŒ) > 0 para x 2 3; f(x) = 0 para x = -3 

g) f(x) 20 para -3 <x <3; f(x) < 0 para x < -3 ou x > 3 
п) ғо) = Орагах = —1—/7 ouxz —1+/7;/(х) < 0зе 

=1 -47 << =1 +47 


-47 3447 3-47 3447 
“ә — ifq)<0e — << > 


3 
i)f(x)z& 0sex =< 


j) f(x) < О para todo x 


15. a)D¡= ix € Вх +0) b)D=(xeRIx+1) 


2 
-— i 


е)р = (x € RIx * 0} p d=(xERIX*0) 


D D= (x€ RIx#1) т) р = (x € RIx#1) 


- 


mD=(xERIx*-1) 0)D=(xERIx%*0) 


y 


pD=(xE€RIx*0) QD=(xERIx%*0) 


1 
1 
| 
1 
T 
I 


r) D=[1, +ә[ s) D = [-2, +o[ 


)D-R х)р-8 


17. Р={хЄ Кіх<-і!ойх>:1) 


18. а)р= К b)D-(xc€RIxs -2ouxz 2} 


-3 -2 1 


a+? «(х + 2) + y-Lyz0 


у= {9—х? ex4y-9y20 


19. а) f(x)= 44-32 b) 


20. а) у= {1-22 b) у= үх 


Т 
| 
-1 1 4 


c) у= 44- (x- 1? dX +y2+2y=0eX +y + 
+2у+1=1 
2 2 
x t(ytly-l 


y<>-ley=-1+ yl 


21. a)f(2) = máx 


x — 
ы 
ә|- 
um) 
II 
N 
g 
Y 
II 
x 
m 
= 
= 
+ 
2 


yx? + 1 
24. 
Ixl 
ГЕН 
25. то) (4 +100 «P9722, 
| 2 


26. b) у= 43 


е^: 


\ 


27. а) b) 


28. а) у= 44-32 © 


-1/2 1/2 


а. 


42. 


1 
ajy=x+1 Бу=2х+3 с)у--3х-5 DIS A 
5 15 
Өу-2 fy==x+ — 
à JJ) 2 2 
54 de i 
x3 з. d4de7—2 [2 +1 
2 т 
cm=2% +зооот? 35, A= 22 
[ 2 , P 
А-х(ү4ғ“- х? 35. V-mh|r^—— 
4 
a) 5)Л(2)-4 
Quadrado 38. Divida em partes iguais 
40 107 144 43 324 
e 4. ———е——— 
т+4 т+4 9-4,3 9+4 {3 
2 2 2 
ао 1 +y2 = 12 (3) + (5-5) -1:5) 
: 2 722 y 2 
2 2 2 2 2 
o (+++) +y = (2) a (++) +) = ($) 
4 2 г 2 42 
43 50 ol 4-1 9-2 pl 
3 3 3 
2 
а)у-3-2(х- l)ouy=2x+1 NIE PERA 
1 
с)у=х+3 0 у= ——x 
2 
ауу--х%3 bys-ls с)у= lia 5 Фу- Syd 
- i 3 7 3 3 2 


х 


e [e 


е)у= – 


2.2 


b) 


h) 


8) 


2.4 


с) 


=d in 


d) 


& (x) 


e)ffix)tgo-0e — —] para todo x 
Jf G) 
2 
2 aho3*7 bh 242 ово 2-4 
£ FT 
94 
дул(х) = —-42 + 18x- 17 eh(9- 7 
Dho)--Qxtlyuyx*-1 gh()- 4x? TX h)h(xyxx*1 
3 аА = (x€ RIx e –5}, h(x) = — 
x 
БА = (x€ хє —1ойх>1},(х)= үх?—1 
Р 
ФА = {xE Вх = -4oux 3}, А (х) = [3554 
(х-3 
d)A=(xERIx*0ex%*% 1}, h(x) = ЕЕ 
Ek “ай 
е)А =]—%, -43] U [-1, 1] U [43 , +], h(x) = (1? 2? - 1 
1 x-2 Р р 
+ af-- 70) = = оѓо) = үх dfO)-1 fix 
е) fx) =—1 + fi fa)=2+ J1+x 
X 
CAPÍTULO3 


3.1 


а) Em todo p real 


b) Em todo p real 
c) Em todo p real 


d) Em todop Z1 


e) Em todo pH +l 


f) Em todo p real 


32 


4х-1 4х-1 


2 x-1 (Ух-14х 41) y 


1. g Y e>0.x 20.l4x —40lceelxl« е. Então, dado e > 0 e toman- 
do-se ô = е, para todo x € рих > 0) 


lx- 01<6=1\х – \/01< в 


logo, f (x) = yx é contínua em p = 0 


h) Y є>0,1-є< {х <1+ es (1- 6 <x<( + e). Dadoe> 0e 
tomando-se / = ](1 — e, (1 +e. 1 € I, 
хєї-э1-є« {х <1+є 
logo, Ух é contínua em p=1 
2. Paratodo Е > 0.x + 0ер + 0, 


ие 1-6р „1 .lt*ep 


p хоор p x p 


Paap>0e1-ep>0 [«<1] 
p 


1 зах а Р cy< Po 
x p 1+ єр 1-ер 


Então, dado € > 0, e < A. (p > 0), e tomando-se / = 4 pe , 
Р 1+єр 1-ер 


реіхеі le < kgk + €, logo, foy= 1 é contínua em p > 0. 
p х p ж 


Analise о caso р < 0. (Veja como as coisas acontecem graficamente.) 


5. 1 


Náo. Para € — —— não existe д > 0 que torna verdadeira a 


9 


< 
afirmaçào 


“Үхер,1-68<х<1%8- у) <) <) + 1» 

8. Seja p racional, então f (р) = 1; ве f fosse contínua em p, pela 
conservação do sinal, existiria ó > 0 tal que f(x) > 0 para p— ó < x < 
p + д, que é impossível, pois em | p — à, p + ó [ existem infinitos 
irracionais 


9. a) x e &|xézj 
b) х ЄЇй|х 42) 


п. 


12. 


13. 


15. 


17. 


18. 


20. 


c) 10) (só е contínua em 0) 


d) {71,1} 


а) L= 4; сот L = 4, f(x) = x + 2 para todo x, que é contínua em p = 
2 


byL=-1 

a) 4 

by 71 

с) Náo existe 
d) 6 

ey! 

f) Náo existe 


Como fé contínua em 2, para todo € > 0 dado, existe ó > 0 tal que 


b = pr 


2-4<x<2+09>38-E<f(x)<8+€. 
Em particular, para € = 1 existirá ô > 0 tal que 2- ó <x <2 + ó # 7 
<f) 


Para se ter | f(x) — f(p) | < € basta que se tenha M | x — p | < €. 
Tomando-se 


=E Ix-plcó2lfG) Лт < 


Para se ter | f(x) — f (0) | < € (observe que f (0) = 0) basta que se 
tenha 


Х-іх-012< еойіх-01< ye. 
Tomando-se | б = VE, 
\х-01<ё8=ж1/(х)—/(0)1<є 
Observe que | f(x) | <| x | 


Suponha que exista p, com /(р) #0, e aplique a conservação do sinal 
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21. Aplique o Exercício 20 à função A (x) = g (x) — f(x) 


23. а) ifo —/а)!= |+ ЕНЕ х2-2х41| |x-1 T 
x x 4 
в x =l l 
Observe que | - = 1 + — 
x Ix] 
c) Dado € > 0e tomando-se А 
fie 
ô= mín 4 —, — 
СЫ 
|х-1150:51/0)-70)| «6 
25. 


Verifique | f(x) - f (1) | 7| x = 1 | para X > —— e proceda 
2 


< 
como no Exercício 23(c) 


27. b) Dado € > 0 e tomando-se 


р Е 
ó = mín 4 | pl, => 
7р- 


|х-р|<дә [i3 -p |<є 


r) 1 


= 
= 
мм 


243 
c) y 2 


„ Não é contínua em —1. Em 06. 


a) 2x 
b) 4x+1 
с) 0 
d) -3x2 +2 
e) 1 
2 
- 
p 3 
3 
8 4-7 bo o£ 9 00 p Il g) = no 
2 3Np^ 4 р: 
5 2 3 n-l 1 1 
DS Л\2 D3p m)4p пупр 0) —— p)—— 
пр"! 4 
2 
q)-—r == 92-3 
2 р 


6. 


. 2 
Сото lim x + X) = 2. tomando-se 
xl 
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1 


8. 


= 


= 


є=—... 
3 
Tomando-se € = Le existe 
f(x) 
5>0,0<Іх-рі<8-» -0|<1, 
g(x) 
logo ... 
Sugestão: | f(x) - L| < 1 9 |f(x) | - | L| < 1 (Por qué?) 
5 " УЕ> 0, 365 >0 
m ам nayeiise 
ГУе>0,38>0 
10<Іх-рі<ӛ-(/()-1)-0і<е 
€ lim [f(x)- L] = 0. 
хәр 
а) 1 
b) -1 
с) 1 
4) 0 


е) Мао existe 
f) Náo existe 
91 

h) 1 

i2 

22 

01 


т) Nào existe 


3.5 


3.6 


2. É falsa 


3. Não, pois f nào está definida em 1 


Хо, | Sugestáo: Verifique que -IxP = 30) = xl, x #0. J 
x 

4. 50 

5. а)0 


b) Мао existe 


6. а) 0. (Observe que | g (x) | = 4/4) 


b) 0 
7. b) 0 


12. Sugestão: Para (>): 


FM FM). h ë h sé 


TT h lh м 


т)2р 
п) 0 
o) -2 
p) 0 
gor 

2. by0 

3. а) соѕр 
b) —зепр 
с) sec? p 
d) secptgp 

CAPÍTULO 4 
4.1 

1. а)0 
b) 0 
с) 5 
d) 2 
е) 2 
р 2 


91 
3 


) lim : = lim L. 3 1 =0.1=0 
x>+0 х1+2+—) x>+0 x pea 
x X^ Xx 


po 


p 4 5 


о) 1 
p) 0 
40 
г) 0 
5) ñm Qxtl-4xt3)Qxtlt4x*3) _ T =] 2 
хэ +0 4xtbtQ4xt3 хэ+о AT Rex 3 
I -2 
= lm -- - ---0-(-І)-0 
x—+ үх 1 3 


++ plo 
\ 


(х)). 
. k. 


5 
2 


42 


b) 1 


Aplique a definigáo de limite com € = — 


4 


4. а)0 


т)0 


2. Dado е > tomando-se 


0 е 
= d” x»82 'lx»e 


3. 
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9. Aplique a definição com Є = 1 


1. a)2 
b) +% 
с) 1 
d) 0 
e) 2 
po 
gon 


м2 


> 
a 
= 


| = | t 


= 
2 


to | m 


EA 
a 
£E 


|| 


= 
= 


y) 
7. a) aT 
2 
4.4 
1. a) O(Observe:— | х | </(х) <|х |.) 
®—1+ \/5 
2 
4.2 
5.2 
6. 1 
Seja f (x) = sen — е considere as sequências 
x 
1 2 
а = — = —  —  . 
n n 
пт (4n + Dz 
Verifique 


que 


lim f(a) * lim f(b,). 


n>+0 n>+0 


CAPÍTULO 5 


1. 
2. 


ds 


© 


Д1) = -1,/(0) = 1 e fé contínua em [—1,0] 


Verifique que f (x) = x? — 4x + 2 tem uma raiz real em cada 


intervalo [-3, —2], [0, 1] e [1,2] 
3 h 3 


1 1 
uv | 1 ` a Жі. e NX ы 
2 2 4 2 8 
X 
o f (X) = ———— é contínua em [-2, 2]; pelo 
1+ х2 


teorema de Weierstrass existem x], x2 em [-2, 2] tais que /(х1) < J 
(x) < f (x2) em [-2, 2]. Assim, f (x1) é o valor mínimo e f (x2) o 
valor máximo do conjunto 

—-—.-2xx2 $. 


14 x“ 


a) Seja f (x) = ax? + bx? + cx + d e suponhamos 
а>0. lim f(x) = to 
А х ә + 
lim f(x) = --00, logo, existem x] e x2, 
х ә —% 
com x] < хэ, tais ше /(х1) < 0 e f(x2) > 0. Como f é contínua em 
Du. x2] ... 


e 


. Seja J= (fe) |x € D 


1." Caso. J não é limitado nem superiormente nem inferiormente. 


п. 


12. 


Para todo m real, existem x] e x2 em / com f(x]) < m < f(x2). 
Tendo em vista a continuidade de f pelo teorema do valor 
intermediário existe c entre хі e x2 com f(c) = m. Segue que J = R= 
І-, +oo[. 
2.? Caso. J é limitado superiormente, mas não inferiormente. 
Seja M = sup J. Seja m um real qualquer em |-, МГ. Existem х, 
x2 em 1, com f(x]) < m < f(x2) (por quê?). 
Pelo teorema do valor intermediário existe c entre хі e хә tal que 


(с) = m. Segue que |-, МІ C J. Por outro lado, para todo x em 1, f 


(x) € M. Logo, se, M não for máximo de J, J = |-», M [; se M for 
máximo de J, J = ]-00, М]. 
Analise os demais casos. 


Se f(0) = 0 ou f(1) = 1 nada há o que provar. Suponha que nenhuma 
das situações anteriores ocorra; aplique o teorema do anulamento a g 
Q)-2fQ)-x 

Suponha, por absurdo, que existam u, v em [ a, b ], com u « v, e tais 
que f (u) > f(v). Se f (a) < f(v), pelo teorema do valor intermediário, 
existe c em | a, и [, tal que f(c) = f (v), contradição. Se f(v) < f(a) < 


f)... 


CAPÍTULO 6 


6.1 


1. 


a) +% 
b) 0 
c) 0 
4) 0 
e) = 
po 
20 
h) +% 


i) +% 


po 


6.2 


д 1 


4 
e) 0 
f) Náo existe 
g? 
М5 
аух»-1 
b x<-loux>1 
c) x< 0 
d) x £0 
e) x<=1(0ux> 1) 


f х>0ех#1 


6.3 


- 


8) h) 


Л 


h) e? 
2. Sugestão: ай = ей ша 
3. а) 2 
b) 0 
с) Ins 
4) +% 
CAPÍTULO 7 


72 


g^ 


» | 
35/4 


5. а)у=4х-4 


b) l 
у=——х+1 


с) х= 6у+9= 0 
фу=х-1 
6. а)2х+1 53 оз? d- 95 po p 
X^ 
8(х)- g(1) =| 2sex«l 


ER x-l | | 186х21 


1 2 
ñ) -—x 
TEN ж 


lim 2860-80 , lim g(x) — g(1) 
xo dt xd ul xc 


15. а) 2 


ә 


b) 


5) 0 
b) Мао 


404) 5х4 


b) 0 
c) 80 


¿age 5100” 20-41 gr ey-— Me 
х“ Ч 


gl max? 


y= m" *1 4 у=-2+3 
4 2 
1 1 1 
а) == b) E с) — 
53x* 80 
1 1 1 1 
a) — b d) — 
443 66,5 8 8/x7 9 3x5 


7А 


7.5 


1, у=х+1 

2.у-х-1 

4. а) 2X1n2 
b) 5% In 5 
с) л nz 


d) е 


77 


b) secxtgx 
5. У=х 


6. а) -совсс x 


b) -2 


7. а) -совес x cotg x 


b)- 42 

L a)é bJ3% +2 JM d)3+ 5 - 
е)-бх p T DIS № -—- 19 
i 2x2 + 28 2 T | 27 1) 2 2, ^ 


m) 18x? + n) 20:8 + 3bx? + 2сх 


3 V x2 


2. у= 2x 


tod 

. 

5 
— 


4. a)f' (x) > дет ]—>%, —2[ e em JO, +0[ ;f' (x) < бет ]-2, 0[ 


b) +% e —% 
c) 


vlw 
— 


| 


5. a)f'(x) > дет == LI if (х) < Оет |5 


b) +% е —% 


6. b)f' (x) > 0 em IR 
c) 
1—22 1242x+1 15х2-18х- 15 
4) — 2 b 2 € 2 
(x^-1)* (x+D* (5х- 3)- 
1-х 1 1 9х? 
7 e) 5- = — 
4 (х +1)? (х—-1 Л 24х (53-42) 
3x— Ух n 443 (3-х2)-7х2 +3 
бх ух AA (12 +3)? 
8. o(-1-5)e(15) 4) 


b) g' (х) > Оет 1-1, И 
g'(x) < Оет ]—%, —1[ 
eem ]1, +%[ 


c) 0 


10. 


= (х2 + 1) sen x + 2x cos х 


а)бх- 5зепх b) c)senx + xcosx 


Q? +1)? 
2 
d) x [2 tg x + x sec? x] e) tgx cin х 3 (cos х вэ) 
tg^ x (sen x + cos x)“ 
c x[3 -3 
g) Е Ве ЕЙ h) sen x [2x — 1] + cos x R? +1] 


(Зх +2у° 


sec x [1 + 2x tg x] 


5 
5 Л —3senx+ 5secxtgx — l)cotg x — xcosec^ x 
24x 


i) 


2x — (x? +1) {рх 
sec x 


m)4sec xtg x — сөзесіх п) 2х +3 tgx + 3х sec?x о) 


x(x + l) cos x + sen x 1+ x cotg x 
Pe o Jo 
x^ sent x cosec x 


) (х—1)созх—(х+1)звепх—1 
(x—cosx)* 


r) cosec x | 3х2 q ato Vx)cotgx s 
24x 


a) (2x - 1) sen x + x2 cos x 
b) 0 
€) (6a — 1) sen (3a) + 9a? cos (3a) 


d) (2х2 — 1) sen x2 + х4 cos х2 


a)xe' [2 + x] b) 3+2 c)e'[cosx — senx] d) 


x п-ер 


e) 2xIn x + x + 2е* #) 5x [1 + 2 nx] 


ех[х = 12 


һ) 
(х2 +1) 


7.8 


7.9 


14. 


a) ех [cos х + x cos x — x sen x] b) x[(1 + In x) (2cos x — x sen x) + 
+ cos x] 


2 2 
c) е^ [sen x cos x + cos” x — sen” x] 


4) ех E= + x) (tg x + sec2x) 
yx 


a) f) = 163 +2,f"(x) = A&? e f(x) = 96x 


byf'G) = =. "w= 
x x 
, E Dm -6 
cof) -10х + PIO = 10- 3 ef") = 60x 


дро) = 9 — 6,f"() = 18x e f(x) = 18 


ac | х2зех>0 дүү | 2xsexzO ma Í 2sex>0 
өл | eot, a -2 sex <0° 
f" (x) = Орагах #0 
3 = 0 3x2 =0 бхѕе х2 0 
2) xXsexz0 ¿a= | Зх? se x> "es 
DIO) = 15 sex<0 ‚Го эл зех<0 ro Ux кех<0 
" 2х +35ех =1 ” 2sex«l 
b)f'@)= 1s sex>1 Л = losex1 


n-l 
(=D) 2 cosx sen for ímpar 


af (ху = е^ br? = n 
(-D? sen x sen for par 


-1) 2 5 for í 
c) f) (9) = ( Д зеп х sen for ímpar 


(-1)2 cos x sen for par 


ay fm (х) жы (— 1)” +1 (п ES 1)! х" 


1. а) Ф =152+6 5) 821 3 уш 1 


ах а sia P а (1+1? 
d) ЗУ =cost-tsent узе Ime р dx -P3+ 
dt du и (In и)“ dt 
] 2 xf ya. 
=) ds =g [ег + sec? 1 h) dy 3x senx Q +I)cosx 
dt dx беп“ x 
D dy _ зеси[1+ 3u tg u] p d 3 4 
du 312 dt 2 п 
dx / аи 12 ау 2 
Тї) — = e [cost — зеп] т) — = 10у — n) — = 4rr 
dt dv v dr 
о) ДЕ: a p dE ну Ф du _ 12a | 6b 
dv dv dx xl х 
3 ly 
2. a) X (4Ух + 5) b) 9 
24x (x + үх) 8 
3. 8 
4. 36 


dt dt 
— (x t t) el a 


s Bd d) dy) 22 
dx (x + 1)? ахі = 9 
8. а) 6х 


e) 8 12 
90xº + = 
X 
9 | 


t 


e) 2el sent 


» ex (х2 — 2x + 2) 


x? 


7.11 
1. а) 4соѕ 4х 
b) —5 sen 5х 
с) ҙе3Х 
d) —8 sen 8x 
е) 32 cos В 
» 2 


— 


2E 


8) е5еп toost 


h) -еХ беп ех 


D3 (sen х + cos x? (cos x — sen x) 


| 3 
J) — Cf 
23135 +1 


| 2 
йы = jj кі т) –5е ? п) ER M о) e'8* sec? x 
3(x +12 ((х-1 12-3049 


p)-senxcos(cosx) 4) sir + зу r) —2x sen (2 +3) 


x 
AE 


1) 3 sec? 3x и) 3 sec 3x tg Зх 
2yx+e* 


2. 10 


3.4 


4. aje*(1+3x) b) е“ (cos 2x — 2 sen 2x) c)e "(cosx — senx) 


d)e Y (3cos3t — 2 ѕеп 3) e)-2xe Y" + 2 — 5 
2x+1 (e! + e) 
БЕ 5 зеп 5х sen 2x ы: 2 cos 5x cos 2x h)3(e 7 + eX (—e + 2xe>) 
sen? 2x 
^a, 3, 2 f 
ЗГЕ (1-1) Der |2xIn(I+ үх) +— —— 
2(4x + x) 
е-е 


1) 3 (sen Зх + cos 2х)? (3 соз 3x — 2 sen 2х) m) 


24e* + e7* 
хх + ev* 2x 
Qj HARE. р)1п (2х + 1) + = É 
a E 2x41 
44x + xev* 
2 2 
4) RADA г) sec х s) 922 cos? x sen x? 
xd 
3i 
, , (+20 ln Gr  - Y 
sen“ x + 2 соѕ x 2r +1 
j= 3 и) e^ - 
sen? x [In (3t + D]* 
5. а) -25 sen 5/ b) —16 cos 4t c) —w? sen wt d) 9e 3 
2 x (x2 -— 2 
oz? 2-1) poCtd ,24-990 m? 
(x D (х2 +1)? (1-19 
Де E а 2х(х2-3) 
ie" —4e7* ре * (4 зеп 2Х- 3 соѕ 2х) D ша 
(x^ +1)” 
т) 2 (317 + 3х2 + Зх +1) n) 72 [4 sen 3x + 3 cos 3x] 
„ GU e 
o)4e ^ (x— 1) p) —cos x cos (cos x) — sen” x sen (cos x) 
q) 8х5 +30x2+24x+10 y el g 2Cx 332 1) 
(х2 – 1)3 х3 (х? + x +1)? 
4х+12 


и) 93x +2)5 


12. #2 
13. 1002 
16. а) 3 sec? 3x 
b) 4 sec 4х tg 4x 
€) -2х cosec? х2 
4) sec? x sec (tg x) tg (tg x) 
е) 3x2 sec x? tg x3 
Л 2x sec? x2 ¿tg x2 
g) 72 cosec 2x сов 2x 
h) x2 [3 tg 4x + 4x sec? 4x] 
i) 3 sec 3x 
D —e X sec x? [1 — 2x tg x2] 
D) бх (х2 + сов х2)2 (= соѕес2 х2) 
m) 2x [tg 2x + x sec? 2x] 
23. b)7 


суу=2х-1 


7.13 


а)5Х isp l b) 2x 22 In2+2-3% |n 3 


x In 3 
2 
с) 23940342 er mery 
(x^ + 1) In 2 2x+1 
sen 3x 
e) xsen dx (3 cos Зх In x + шэн 
x 
Р (3 + cos х)" E (3+ cos x) — 6 
3 + cos x 
х х2 +1 od: 
2) [(1 + In x) sen + cos x] h)x 2xInx + 
x 
i -0-c D In( 4 i) DO + 1077) In 10 
3; 
D (2 + sen x9? Е sen 3x In (2 + sen x) + erro 
2+senx 
x x 
gj Em) n) 1+2) ш(і--)- 1 
1+ x* x xj UEX 
д ха |а+шютх++] р) m7 l + mln > 
x 


| m 
4) x6? [e In (1 x) + | 
IFz 


3. айх 427 (+ 2) +ха+2) 1 

b) 2x (1+ e)? In (1+ e) x30 езу 2-1 ех 

c) (4 + sen Зх) In (4 + sen 3x) + x (4 + sen 3x)" 7 ! (3 cos 3x) 
d) 2x (x + зух? In (x + 3) + x (х + az zx 


2 = 
е) 2х (3+ ту In (3 т) f 2тх (24 To! 


-1- ү-4х2 + Ax +1 
2x 


7.14 


7.15 


a)dy = эх? dx 


1 
dy=—— d 
e): (х +1)? Ë 
a) dA=21dl 
а) dy = 417? dr 
a) dy = Qx + 3) dx 


b) (ах)? 


a) 2 - 2t 
b) 2 


c) v()>0em [0,1[ 
v(1)<0em ]1,+®[ 


М9 


. a) v (D > Оет ]0, 2[ 
v (D < 0 em 12, +oo[ 


b) a (D > 0 em (0, 1[ 
a (t) < 0 em ]1,+=[ 


c) тоо 


7. а)/(ф> 0 em ]—®,—2[ e em ]0,+®[ 
70 <0 em ]-2,0[ 


b) f"() < Оет ]-, -1[ 
f" (0) > 0 em ]-1, +о[ 


с) +% e —o 


а)" > Оет ]—2,2[ 4) 
f'(t) < Оет ]—, —2[ e em 12, +0[ 


b)f"(t) > 0 em ]— \12 , 0[ 
еет 1-12, оГ 


f" (t) < 0 ет |, – {121 
eem 10, 4121 
а) vo Ж” 


с) -voke М 


e) Уо 
k 


11. 


7.16 


с) 
5 = 
Ponto de abscissa x = — 12. 100 
6 (101) 
(2; 1) 16; = 6 
455 
3 0.9 
= — (cm/s) 18. — (m/s) 
2 1007 
BR te Dee 
dt 
. a)y2 —3xe yet b) у= 5+4 ey= -12x+ 98 
=. 33) " q2 3 
c)y2-2x + Зе у= дуу-26х-1 
3 2 2 
y=dy-À 3. у= 6х – 200у = 6x + 2 
3 х 36 . y-6x-2ouy- 6x2 
»n-2 5 тз 
1 3 
a) (1,1) by-2-—xt— 
2 2 
. y=-—3xo0uy= —4х 8. 0.12.2, -19e (7,3) 
2 1 


9. Pontos de abscissas 1 е -2 10. y=3x+2 
3 


12. (а, b)tal que b< a 


13: ¿El 14. -1 


747 
L a-i bio 40 00 428 ЖЕЛ 
. a 9 с т е 4 Е 7 I i 
1 3 
р x 2 
544150 P deo 0 5 +2075] 
4)(2 + sen x)" | In (2 + sen x) + CET 
2 + sen x 
2 2 
12 pe -1 4 
e)secx fe" [27 ѕеп 3t + 3 соѕ 3] 8) In + 
Pi 4-1 
Г BR 30-80 эх + х?узес?3х+(4 — x?)tg 3x 
Dont 0 + À (124 4)? 
sec үх p.f [ ЇЕ. 
Dsecx т) < Lt жун yx 2] a) ext er na) 
«exe 
2 12 In 2 
og x 4) о + ЕСУІ 
s) -— f)—6e 7 cos3x и) —5cotg? 5x 
Е 24x cos үх 8 Зл 5 cotg? 5л 
y COS ху 1-у 
3. == == : 
8) Зу? х cos xy b) x + ey 


1+ y* In y 


ysenx —cos y 
d) ——————— 
cos x — x Sen y 


5 38 
‚ y-52-—(x-— 0—5 = — (x — 
4. y тЫ еу s 1) 


5,xty-20uxty-2-2 
6. Х54у-9ой-х + 4y- 9 


8. xty--l 


9. 0.5 2/8 


10. 


14. 0,003 m/min 


п. 1 


21. а) 22 +2 
b) 4x3 + 4x 
22. а) cos (sen х) 


b) -х2 


9 2In(x2+1) 
1 + [In (x? + DP 


9 2.9 
E ye 


23. а) cos (sen x) cos x 


b) 1 
5 
2 dex 9 
25. a) —- = —9x b) == 
dt^ 2 
27. а), Қ) = —9 cos 3t f (cos 31) + 9 sen? 3⁄ "(cos 31) 
28. а) y24 28 y3 
b) 3 
29. а) cos y + (x + sen y) (cos 2y — x sen y) 
34 Р(д=Р(а1у+ Р'(1у(х—1у+ P. AD 0 =) Жа (x — 1), ou веја, 
Pod хэ 53-48 gre i i 
101 1 8 
39. ) — b) — )-— d) — 
98 18 17 2 
1 бт 
41. a)l b) —— с)-» d) +% e) — P — 
3 7 
CAPÍTULO 8 
8.1 
1. a) VE әл ат ¿LL рт p= 
2 6 3 4 4 3 6 
Л) — i)- D = 2, 1) т)- 
3 3 


B 1 1 р 
3. ау.” 92 92 4) 42 ex px DS mo 
т 5 
i) 3 j) х 
7. a)g(x = {х b) 
1 
8. %(д- 
9. в(ху= х+1 
21 


10. a)y=In(x+ 4x? +1) 
b) 


11. 


8.2 
3 (2 2х 
1. ajarctgx+ л b) — 3 c) — 3x d) 2x 
2 2 | 1+ 24 
1+х VI— 912 41-36 х 
6 х 
) 2 Л-- g) ез | Загс sen 2x + —— 
I+ (2х+3)2 e =? 


3(14-16х2) cos 3x arc tg 4x — 4 sen 3x амин x | 


һ) > > 2хе 
(1+ 16x4) (arc tg 4х)“ 


x 
E tg x irz | cos 2x + 2х arc tg x sen 2х 
х2 


j) 
J cos? 2x 
3x 1 


В == 
(1+ x^)arc tg x 


=> l = : 
=e * arc tg e* + —— | tg x — e * arc tg ех sec? x 
1 + ші 
m) 5 


tg“ x 


1 1 
3. g'(l) = —eg”(1) =—— 
g (1) 2 8 8 


4. b) 030M=1,41)=Leg"()= 


1 
ғ 


CAPÍTULO 9 
9.2 
1. а) Est cresc. em ]—%, 0] e [2, “оо 


Est. decresc. em (0, 2] 


b) Est. cresc. em |-9,- Пе 


H4 
3 


Est. decresc. em Ё Е E 


c) Est. cresc. em ]-00, -1] e [1, +oo[ 


Est. decresc. em [-1, O[ e 10, 1] 


Ч 
Est. decresc. em 


]—%, O[ e т | 
v2 


d) Est. cresc. em EX +=| 


e) Est. cresc. em |->, 0[ e [3/2 , +00] 


Est. decresc. em ]0, 3/21 


f) Est cresc. em ]-o, - 1] e [1, +00[ 
Est. decresc. em [-1, 1] 


Observe que / (0) = 0. 


g) Est. decresc. em ]-о%, -1] e (1, 4о0| 


Est. cresc. em [-1, 1] 


h) Est. decresc. em ]—%, 0] 
Est. cresc. em (0, +oo[ 


i) Est. cresc. em R 


j) Est. cresc. em ]—, 0] 
Est. decresc. em (0, +oo[ 


D Est. cresc. em [-In 2, +00[ 
Est. decresc. em ]-c0, —In 2] 


т) Est. decresc. em ]-c0, 0| e em ]0, +оо | 


п) Est. cresc. em [1,+®[ 


Est. decresc. em ]-c0, O[ e (0, 1] 


3 2 
xo xr sp 1 
L—sx3-xt— 

x xÇ 


Observe: 


1 
о) Est. cresc. em E 2| 


1 
Est. decresc. em re > е 
(2, “о 


р) Est. cresc. em [=1, +co[ 
Est. decresc. em ]-00, —1] 


q) Est. cresc. em ]=00, 0] e [1,2] 
Est. decresc. em (0, Пе [2, +оо[ 


r) Est. cresc. em [1,+®[ 
Est. decresc. em |-, O[ e ]0, 1] 


s) Est. cresc. em ]-00, 0] е [2,+=®[ 
Est. decresc. em (0, 1[ e ]1, 2] 


1 


Observe: g (x) = 29 =. 
2 2(х--1) 


t) Est cresc. em ]0, e] 
Est. decresc. em (е, “оо 


и) Est. cresc. em ]—, 0] 
Est. decresc. em (0, +00[ 


2. [22,1] 
3. Cada um dos intervalos [—3, —2], [0, Пе [1, 2] contém uma raiz. 
4. a<-270ua>5 


5. а) to 


e) 0 
pr 


6. а) Est. cresc. em |-, 0[ e [2, “(| 
Est. decresc. em ]0, 2] 


5) Est cresc. em [e 1, +oo[ 


Est. decresc. em ]0, e 


c) Est. decresc. em ]0, 1[ e ]1, e] 
Est. cresc. em (е, +oo[ 


9.3 


7. 


1. 


d) Est cresc. em [e 1, +oo[ 


Est. decresc. em ]0, eH. 


а)0 


с) 


а) Conc. para cima em |1, “-оо| 


Conc. para baixo em |-00, 1[ 


Ponto de inflexáo: 1 


b) 1 


Conc. p/cima em —, + 00 


6 


Conc. p/baixo em ] --00, — [ 


6 
1 


Ponto de inflexão: m 


6 


c) Conc. p/cima em |1, *oo[ 
Conc. p/baixo em |-, 1[ 
Ponto de inflexào: 1 


d) Conc. p/cima em ]—®,—1[ e |0, “оо| 
Conc. p/baixo em ]- 1, ОГ 
Ponto de inflexào: —1 


e) Conc. p/cima em Jln 4, +] 
Conc. p/baixo em ]—оо, In 4[ 
Ponto de inflexào: In 4 


P Cone. pare cme em І-%, жн 42 [ 
e]y2,+0[ 


Conc. p/baixo em І- 


{ Г 
! П 
42, 4/21 
Ponto de inflexáo: náo há 


8) шл --00, s 43 [ 
е] 0, 43 | 
хал Б 43 : 0| е 


ы 


1/3, “о 


Pontos de inflexão: + | 3 е0 
| ~ 


h) Conc. para baixo em R. Não há ponto de inflexão 


i) Conc. p/cima em e?, +=[ 


Conc. p/baixo em 10, e? 


Ponto de inflexão: е2 


j) Conc. p/cima em ]-00, 0[ e ]1, +co[ 
Conc. p/baixo em ]0, 1[ 
Pontos de inflexáo: 0 e 1 


1) Conc. p/baixo em]=00, 0[ e em (0, 1[ 


Conc. p/cima em ]1,+®[ 
Ponto de inflexáo: 1 


т) Conc. p/cima em |-,- y 3 [e em |0,3 E 3 [ 
Conc. p/baixo em ]- | ! „Ope em], ! ‚+®[ 
ЕКЕ 
Pontos de inflexão: + | 3 е0 
ұ- 
п) Conc. p/baixo em |-ф, 0[ 


Conc. p/cima em ]0, +оо[ 
Ponto de inflexáo: náo há 


o) Conc. p/cima em 10, *co[ 
Ponto de inflexào: nào há 


a) с) 


njh- 


9.4 


е) D 


т) 


. a) 10+6b+3c=0€ 


10+4Ь+с#0 


b)b = аы 
2 


9.5 


10. 


- 
- 


13. 


17. 


19. 20. 


Obs. Os pontos de inflexáo estáo localizados 


nos intervalos Е -| [o i] e [2, 3] 


9.6 
1. а) 1 é ponto máx. global 
—1 é ponto de mín. global 


ь | 


—— é ponto de máx. global 


J 


— 


с) Мао há ропю de máx. local пет de mín. local 


d) 1 é ponto de máx. local 
2 é ponto de mín. local 


о 3 


= —— é ponto de mín. global 


2 


f) 16 ponto de máx. global 
g) 0 e 2 ponto de mín. globais 


1 ponto de máx. local 


п 


4 


z ponto de mín. global 


ponto de máx. global 


i) —1 e 2 ponto de máx. globais 
0 e 3 ponto de mín. globais 


25202 


7 ав ponto de máx. global onde a é a raizda equagáo 1 — x^ sec^ x 


= 0. 


D —1 е 1 ponto de máx. locais 
0 е 2 ponto de шіп. locais 


m) 2 é ponto de máx. global 


п) 0 é ponto de máx. local 


7 


< 
—— é ponto de mín. local 


— ~ é ponto de máx. local 


é ponto de mín. local 


Ea) 


a 


10. 


Quadrado de lado 


to | = 


а |м 22 


L 
25 


Tangente no рошо de abscissa р 


1 


42 


! 
Raio da base 3 | 


ү3т 


е altura y 


43 


3 


) 
e altura 3 | 


Үт 


(1, 1). О coef. angular da reta que passa por (1, 1) e (3, 0) é - —— e 


2 


о da reta tangente em (1, 1) é 2. 


17. 
18. 
19. 
20. 


"Q2: 2? 
ї= 0 
r=leh=1 
q=3 
4-4 
В 


22. 4 3 
A = — 


3 


23. q = 10 e Lmáx = L (10) 


24. f 
a 2 N 2 


жаны дап «шел u ou 


2 


26. b) > 27. 1= 1 


28. 


É o retângulo em que | — 0 | um dos vértices. 
” ` 
- 


29. 1 1 


30. Ё о retángulo de vértices (р, 0), 


1 1 
59) P 22 
p l+ p< p ` up 


9.7 


9.8 


1. а) —1 e 4 pontos de mín. local 
0 ponto de máx. local 


b) [ 2 


= | ponto de máx. local 


|2 
| — ponto de mín. local 


^ ) 
Ч 
(3 
c) 1 ponto de inflexão horizontal 


d) —1 e O ponto de máx. local 


1 


= —— ponto de mín. local 


2 


- 
e) 1 ponto de mín. local 


f) O ponto de mín. local 


РА 
—— ponto de máx. local 
= 


2 


1. / (72) = 7 valor máx. 


87 
f(3)=- 
4 


2. f(-2) = -27 valor mín. 


valor mín. 


ХА) = 0 valor máx. 


3. f(-3) valor mín.; f(-2) valor máx 


бо” 
Т 1 


5. f(-1) valor mín.; /(0) = /(2) valor máx. 


Meer 
f i 


Мао possui valor mínimo. 


valor máx.; (0) valor mín. 


valor máx. 


CAPÍTULO 10 


10.1 


10. 


у= 42х02 +1 


b) у-ей - cos x) 


2 2 2 
1 г, 3x4 3 


3 3 q 
DEA Бек о) txt + ақ 


2 


әлі, pisar polar X. 
4 “42 7 Ë E 2 2x 


r 34r 2 г 
i) ЖАЗ +k DESEE DE+Inx+k m) 2x4 4 4,5 
3 4 2 5 
as 3 x 1 2 rx 1 
п) —x^ t bx k в) kk р) S aaa -—-k 
2 2 2х? 3 x 
3 5 sf 
4) 2Inx=2+k n 15 {17 +3x+k 
x 7 
4 2 
SX e ls wk 0 D+nx+k 
2 3Ю 2 


3. a) Qe +k 5) -е "+k 


4) Iss 3x+k 


3 
e) ы; Л-ех--ех +k Б: 


h)3x+senx+k і) le —e*)tk Л e +k 
D) = cos dr + sen Sx +k m)lnx+e +k n) —2cos + k 


a q х2 
0) 3sen Z +k p AA + sen dr + k Фф 2+0 +к 
Ә3х-е +k s) Qe +k 
1 х 
t) х—— sen 4x + k u) 2x — 3 cos— + k 
4 3 
3x2 
5. а) у= -x+2 exul c)y=senx 
2 4 
d) у= —— cos 3x + H Лу--е5%2 
` 3 3 4 
6. РЕ a by=3x+Inx-— 1 
X 
5 
Жо - 5 1 
с) у= — + 24х – — d) у=шх-—+2 
) y 2 + 24х 2 )y=lnx + 


x 


7. 


10. 


11. 


(2 
а) ытыы 


b) x (2) = 10 
суа()-1 
3 а > 
т=— 9. x(1)= xo + vot + — t 
2 шыла ығ 
2 8 35 
ajx="+3t+2 djs == шааж P WEST 


dyx=e!+t хер кН Srs 
4 4 9 3 


g)x=arctgt 


a) b) y = cos 2x 


d) y = arc tg x 


CAPÍTULO 11 


11.5 


12. 
13. 


ә м 


7/2 


14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37. 


6/3 


Gd 
38. In 2+ 3. 2 а. 2 а. Lee- aq Z 
2 3 2 4 
44. Le- 45. т 46. HII 
3 м e-1 50 ш2 51. I2 520 
In 
ЯГ: ml 35 2 mi 458 2 
4 4 4 in3 
60. 4-т 
4 


11.6 


6. Área=1 
01712 
8. Агеа = 21 


11; 


15. 


Área = 2 


Área = 2 (4/2 — 1) 


pa. 


1 
: 
12 


18. 


12. 
14. 
3 
' 
0| 1 
Аға = 1 
6 


Área == (12 Ү3-т- 12) 


< 


š 


ma 


11.7 


11.8 


р 4 
1. a) 2 b) 1403 с) 14; а) 68 е) go. Л 2 
6 15 4 16 
15 5 ¿Mea 2% 4 
Bd h) 302 dote = DzU D TAS 
m) À n) | In 2 о) ! р) 2 4) 2 In г)0 
3 9 
11 1 46 
8) - и) 
192 10.302 429 
2,3 
з 5 
2 
4. 0 
5. 0 
2 e? —2е 1+1 
6. а) = b) —In 5 c) 
3 2 2 
8—27 3.367 243 
7 b 4 1-е! 
а) 3 ) 12 с) 4 ) е) 3 ет) 
343 —1 3 1 „8 f 
) h) 5 i) ) 42 -1 
Л © 95 In 2 а In q DN 
1 76 3-41һ2 0 58 7 1 
) 15 т) 5 п) 915 р) 24 Ф 384 
r) 11 s) 11 11 и) 11 
24 24 24 24 
1. а) 6J 
by 47 


d) 0 


X 1 3x* 3 
2. a) | Зет туў, logo, +2 = 2 
1 2 2 2 
ШИЕ 
= 
Y2 
с) le=1 
фіхі-і 
е) Oscilatório 
3. b4ése —45 с)х= 0 d)lxl- 45 
+ avis oa эз 00 d) a0 e — do 


х 1 
6. | та dx = — my? — — туў ou 2a (x — xo) = v? — vé. 
хо 2 


b) 0 

-1 -х 1 
в. | aL 

| > | 

-2 (4+ x2) /4 + x° 45 

CAPÍTULO 12 
12.1 
х? хб 2 

Loa)óetk b +k © SQUE d) —4x +k 

e) 23 +k гр д - l +k  Mx+inixi+k 
3x" 2x* 


3 
далайх Le ШАШЫ Dx+Inlxl+k 
E 


е + к 


|= 


т)е + 4x k n re +k o) — 


DIOR q)inixi-e + к nies- - 


1 x4 1 42 в 
s)3Inlxl- —+k DO +Inlxl—>— + k и) е\2х + К 
x° 4 x 2 
15:42. 30212 À т ут 7+32 
2. а) 2 (2-1) b) 3 de 5 4) Ч е) E p 3 


3. a)-cosx t k b) -L cos2x+ k Ем 


1 1 9 г 
d) —— cos 4t + k €) —sen 7t + k fy andis 
M 7 v3 
1 1 1 "TAE 
8) =x——sen2x+k h)2x-—cos2x+k i—+>—sen3x+k 
2 4 6 2 15 


Л In |x| — — cos Зх + k Dart sen T+ 


эь 


1 
m) — sen 3x — 


1 
— cos 4x + k п) — оза ЗЕЕ 
3 8 6 


Л. 
6 


0)-2cosx + k лон 


! cos 7x + k 
9 


6. ab ni un Ax tk b) 2 а алох 
2 8 2 20 


DI TN DEl 
2 12 2 2 


3 3 
e) ас + 1 sen 2x + E sen4x+k f) 3 xil sender 


32 8 4 32 
1 1 
ER ОЕ Е h) x+ cos 2x + К 
: 0 nod 

i) c dU ов 3x É a 6x tk Л —x— sen 3x dcl sen 4x tk 

2 3 12 2 8 
/2 T T 3т 
7. a) Т b) c) 1 dj = 
16 8 8 2 16 


8. 442 


-In|cosx|* k 


10. B) tgx+k 
с) tgx=x+k 


d) ln | sec x + tgx |+ k 


= Inlcos 2x 1+ k 


= In seo 3x+tg3xl+k g) 5” +k h) 5 arc sen x + k 


n 3 
T ud ! a RE d 
j)— -e +k p + g3x+k 
In 5 2 3 
Dx-tgx-t2Inlsec x + tgxl t К m)x+tg x+ k 
ll. a) senGx cos = [sen 7х + зеп 5х] b) =L cogan сор ОЁЖ 
2 14 10 
1 1 1 1 
12. а) —— cos 6x — — cos Ax + k b) —— cos 7x + —cos x + k 
12 8 1 2 
1 1 1 
с) —— cos 4х + — cos 2x + k d) —— cos 6x + k 
8 4 12 
13. а) ѕеп Зхѕеп2х = - (соз 5х — cos х) b) E sen 5х + — sen x + k 


14. ES sen 7x + a sen 3x + К 
14 6 


15. а) -1 зеп 4х + + sen 2x + k b) ал. sen 7x + „зеп 3x+k 


1 1 
c) E cos 5x — 5 cos x+ k d) 12 зеп 6x + 7 sen 4x + k 


е) НЭРТ i0x- зей 4x+k 
20 8 


16. а)0 


»8 
7 


17. а) Üsemzn;zsem-n 


М9 
12.2 
L99-2X,., tear olmm-2-k 
` 2 ан аа 
d-—— ap ¿y = coa tk р её +к 
З(3х 2) В" 2 


3 ‚ 3 А 
e +k В) Laser i) Be x*-k p Hu sen бх +k 
3 5 4 6 
D pes x+k 22 n)2Inlx 43144 

5 1 2 1 2 
975, ТЕМЫ НЕ PSA тС ои 


1 | 2a 2 | 3 
r) ———əƏ.. s) — (1+ 3x^) + k 0 — Ac ex)” 
8(1+ 4x2) 9“ ) 37 ) 


5 
и) — ! tk v) ! +k Dl 
2(х—1)° cos x 2 
1 1 1( 48 Y 13 
2. а) (1- ) b) E | o2m3 a nl 
2 e 2 2 4 
2-1 n2 ol nli 93 2 m 
ыг 202 3 8 8 


3. 


3 5 4, бү 
а) Талх +k b) sen^x = sen х +k с) sen^x - sen x Е 
3 3 5 4 6 


> 
d) K x+k е) -2 10 + cos? x + К 


1 
л = 2. (б + sen? 2) +k 8) —соз х + = сох + К 


2 
h) эв хэсэн i) qeu k j— : ; xk 


1 1 1 
D —se x+ k m) — sec? x — — sect x + k 
3 6 4 
2 30 1 
n) —— (3+ cos х)”^+К 0) +k p) ——+k 
3 cos x 2cos^x 
dl ax r) sec x + cos x + k 9 L in 3+2 g x|+ k 
8 32 2 


а) 2n|x-3|+k 


bj5In|x-1|*2In|x| K 


91 


— in [2x+3|+k 


" 
9 X2 


3Inix— 21+ k 


< 
e)x-I|x+1|+k 
fy x+30m|x-1|+k 
g) 2х ЛЕН 


Г 2 
{зый E 


nire + іх П+К b)— ших 21 


a) 28 
2 


Эр 


Әз ! хи анат ! Inlx+21+k d) i Inix-21- nix +21+k 


e) -8In|x=1|+13In|x-2|+k 
М шіх-2|<8 

g)-2n|x-2|*2In|x-3|*K 
h -4ln|x 1| 5In|x 2| K 


1 x x 
8. a) — arc tg — + k b)arctg—+k 
pasg E 
ло /10 3 3 
c) É arc tg M Хув d) — arc tg — + k 
2 45 N5 
olms+2D+k P l ша +40)— 3 arctg2r+k 
2 4 2 
1 2 1 х 1 2 3 
)—In(á+x)— аш +  h)—In(1+4x)— —arctg2x+k 
8) ( ганг! A ( ) 2198 


Р » 2 х+2 
i)jar'tg(x - 1D) +k jarctg(x+ D) +k Dei = +k 
" Vo 
+2 2 2x 
m) 1 arc tg X k. нуга arc tg eU E 0)2arctg (x - 1) + 
2 2 43 43 
10. а) L +k Табе оаза а 
8(16 + x 4 8 4 


d) = 1 intcos2x1+k e)lnlinxi +k фер 
2 In x 


Шелек h)arcsenx + k i) — arc sen 2x + k 


"I 


l П-4х? +k Darc зеп > + k 


3 


т) = ү 


É 2 3 
4x2 реи п) Šare sen tk 


о) de arc sen x? + k p) arc sen e* + k 


г) агс sen (In x) + К s)2arcsen (x - 1) +k tD) arc tg e" + k 
u) ELIO +3еу+К у) sen (In x) + k 3) T are tgat +k 
12.3 


1. а) (х= 1) eX+ k 


b) —x cosx + sen x + k 
с) eX (x2 -2x + 2) + k 


2 
D үс? 


1 
In x — — 
2 X 2 


e)x(Inx- D) * Kk 


f 
LE T на 


2 

g)xtgx+Inlcosxl+k т mim es 
А 2 FE ШО 1 
i) x (Inx)? — 2x(Inx-1)+k Ле” а +k 
D T E (sena + созх) +k т) - 272% (cos x + 2 ѕепх) + К 

122 22 1,2 2 2 
n) Qo Der *k ФС КЕНЕ ы 

x 
(2 sen 2x — cos 2x) + k q) —X cos x + 2xsenx + 2cosx + k 


2. b) 5 se? xigx+ есш + Š niseex+igxi+k 


{ 2 2 
4. a) —— sen“ xcosx — 
3 3 


—st 


1 3 
cosx b)— 4 sen? xcos x — 8 sen xcosx + 


З к 
8 


е 
S. — "(eost AIR) AE 


1+5 


12.4 


2. 


3. 


0 l x2e^5* — 2 xe sx — 2 es + 2 
$ se s? 53 


a) $ lare sen 2x + 2x 41— 4x2 155 b) arc sen +k 


onat (4432) + К Dl шс + t e) -4 


2 


+k 


Gar |ы 


g) Larsen x x 1-2 ek 


h) + [are sen х-х J1- х2 (1-212)]+k 


i) In |+ 
1+ y1+xó 
49 x-1, x-D49- (x-1? 
Л 2 arc sen 3 + 2 +k 
1) Faça 2x = 3 sen f m) — + 2x + 
façax — 1 


L ov 


n) 2 arc sen (4 -(х- my +k 


T 


2 


zab 


5 


(x+) _(x+D2 o (xp! 


g) 22 _ + tk 
13 6 "N 
А 
ba-y + x 152 20-102 + 
7 3 
р ; р 
c) 2 (ух — In (1+ Vx) +k a -— 
lt4x (1+2 
— € ох Зоо + 
3(х419 4419 6 2 


Mi ғ 
82 ie +1316 


+k Mar o Saa xk 
1+1 ех 5 3 


i) Sam sen œ- D- \2х— х2 (х+3)+К 


4, 
2 


UE Z хо 1 E парын 
Л 24518 2 +k »[ 2 4 arc зеп x + pl x° kk 
1 2 2 1 2 
m) — (arc tg x) (1+ х7) – хасшх + = In(1 +x) + k 
— а " x 
п) (х+ l)arctg үх = үх +k о-2 8 Є Ls qoe дэн 
е? 


X +k 


6. атанды 1 асв +k mino+r4%- 1 асі 
2 2 2 4 6 


|у 


о 02 + 2r + 2) + 9 are tg (x + 1)+ k 


4) 5 n? txt D=- amg + k 


N y 


e) In (х? + 4x+5)-3arctg(x+2)+k 


1 2 1 x 
— ш (9 + x^) - —arctg — + k 
5; | ныг 


75 32 T ЭРЧ 8. кыне 
3 6 


9. ajx=3sent 


b)x=3 sect 
c)x-3tgt 
d)x-sent 


е)2х- 43 sent /)2х = «43 sect g)2x- 4/3 tgt 


h) {3 x= У2 sent i) 43 x= A2 sent Л 43 x= 472 sect 
һу-і1-иди>0 


т)ү-сХ-12:»0 


й 3 43 


= Э 
«жасу 2. -2Iix-2143Inix —31 4k 
+2 


à Zmid-a1+k 4. nid iie Lin [ELI + 


5. 6Inlx-11+10(x— D+ Ža- 2 + к 


ёс ИС ЖОШ. ЖЕ" 


x-—1 
1 19 : 
7. x+ —Inlx+11+ —Inlx-31+«k 
4 4 


M ЖЕР 
х-2 2(х--2)4 

9, -31шШшЇх144ШЇх-1144 
10. x- 1а1х1 + 3inix— ИА 


8. Іпіх-21- 


M 
п. E чорае +k 
2 x=1 
ік инг 2 пае н 2 1115-3144 
2 2 2 
1 Ж 
13. — arc tg — + k 
45 45 
14. 4, — In Gc +9 + Lact + 


15. ‚ыш 2Inlx+31+k 
16. «Lips Era 2144 
3 3 


2 + 1 


— 4k 
x-1 2(x-1? 


3 2 
bids — Inlx— 21 — ш|х - 31+k 
6 10 15 


А 
WA 3 

ох —Inixi+ 2 miz- + Linix+ 11+ k 
2 2 2 


2 
4 S nlx21- Emi lic +, 


9 3(х-1) 


д-211х-118 21014114 вы - 20K 


Эс Ла 21-07 sk 
4 4 


4 5 
8)1п1х— 21 4 — 
Ж--2, 2(х--2)6 


+k 


? 3 2 
DE sao pit E: 
4 4 8 8 


D e 
j) Verifique o resultado encontrado por derivação. 
5 
2. b) ш In Ix — + 5 É Inix 214 + 
27 27(x-1) 27 27(х * 2) 


1 2 


3. a) -————- — ——— tk 
2(x-1? 3(x-— D° 
Mo. ыы init 
2xº 2x 4 4 
1 2 
c) —-3InlxI — 3 In Ix + + tk 
x x+1 
d) . in мш! Эн, авс: +k 
2 x—1 4 x+2 


12.7 


1. 2Inlx=1+In(2+6x+I0)+arctg(x+3) + k 


t2 
(л |t 


1х1 2 mQ? +2х + 5у+ — arc tg 


3. 2n(2+6x+12)- И aro tg 
43 N 3 


4. -Z mix+21+ 1 nix+41+k 


5. 2шх—-11+ Emo +2х+3у+ arctg 51144 


2 y2 42 


12+ 2+ 4) – —L arctg Sb ЭГ 
2 48 48 


6. Inlx-21+ 


7. e 8. Verifique o resultado encontrado por derivação 


12.8 


—cos9x сов5х зеп 2х _ sen8x 


1. а) +k +k 
18 10 4 16 
3, E ] 
d sen3x  senx |, d) cos3x _ cosx +k 
6 2 6 2 
=i e = = 2 
е) cos (n + т)х s cos(n—m)x Jenn cos 2nx ХИ 
2(п+ т) 2(n — m) 4n 
Rm 5 ^ 
р cos2x , cos бх  cos4x T 
8 24 16 
2 
9 sen 6x 4 Sen 4х + SenZx x m 
24 16 8 4 
2. 0 (observe que o integrando é uma fungáo impar) 
3. 0senzm;zsen-m 
12.9 
x , ѕеп10х —cos? x 
1. a) —+———+k b) ——+k 
2 20 3 
5 = 35 
sen” x сов” ZX 
+k d) — ——*k 
5 6 
5 3i 2 
—sen X сов“ x сов” x sen x cos x sen x х 
— —+—+— 2 — +k 
6 24 16 16 
a x  sen8x 
17) n - + (Lembrete: sen 4х = 2 sen 2х cos 2х) 
X sen6x _ зеп4х senl0x ѕеп2х 
g) =+ : ST ek 
4 24 16 80 16 
senx | sen9x | sen 7x 
h) + ЫН +k 
2 36 28 
3 2| sen? ; 
3. a) — seni xk b) ѕепх+ „sen? q S ss Е үзеп” x+k 
4 3 3 7 
E 4) — In|cos jo dem Tak 
4cos* x i 
il 1 
-_+-——+к arctg(sen x) + k 
) 6senüx  4sen*x Л) arctg(sen x) 


12.10 


6 i 4 
1. а) tg x +k b) вес х - вес” x +k 
6 6 4 
sec? Зх ‚1 | - 
а) Е +з In|cos 3d +k е) 3Учес х +k 
1 1 tg? x 
f) —In|cos 4 + —— — qo +k g) tg x+ +k 
sec^ х Авес”х 3 
5 5 3 
sec” 3x ate SX tg'x 
[ +k = Зэн 
EL E ү tui 
c? 23 3 
jj SEE олым idisse ag + In|sec x+ tg x|+ k 
4 8 8 
—cosec xcotg x 1 
3. GE IN к In|jcosec x + cotg x| + К 
-совес xcotg x , 1 
b) AE = In[cosec x + cotg x| + k 
—cotg? x 
c) — *euxtxtk 
12.11 
82 -1+ 4/2 
2+ sen ; s> t2 
1 i" mie 2 72,72 +k 
4 2— sen x 2 li 1-2 


3. 2 [№ (1+ соѕх) - cosx ]+k 
4. In|2secx+3|+%k 


5. нне mL +tg x+ E |+k 
2 6 6 


š 2te2+1 
2 

— am tg = +k 

= 43 


6. 


CAPÍTULO 13 


13.1 
2 2 21.2 
i3 267 b) 217 à 157 d) 21 42 ð 4л 
3 8 2 3 3 
17л 2л 44л д 287 
? 5 Я 15 ds ЛР 
D E m) 4m 
2 
132 
2 = 
Lone) y EL 295 pm q E 
7 2 2 
497. 2 887 
) = и = 
£ 5 8) h 15 
376 416 эт 5т 
2. а) is b) 15 т с) (3e2 —1) d) 10 е) = 
13.3 
1 B 
1; 3. -- 4 — 
12 4 
134 
mx = 2 
1. а) Si cd 2] b) 4тК 
л | г л r. | 
ә 2 |342 - (02 +1) e 217417 – 545] 
32 6 
13.5 
г 2 í /2 
Lata mE oir fire - 2 em 22 — 
3 3 l+yl+e? 


e) Le- e!) 


эт ME 
2. 2125 + In(2 + 4/5 |а) 


13.6 
/ 2 4 4 B (ет —1 
10345 b) 42-2 с) 4 ау (0+1) 9 42 7-1) 
2. 2[2/5+їщ2+у/5)](т) 
13.7 
1. а) b) 


d) 


e) Ш 
т/4. 


C 


i) 


m) 


p 


о) 


13.8 


2.a) p = tg20 b) р = sen? 0 


c)p = 1 — cos 0 
9л Л л 
3. а)--- 5) 1 c) — а) — 
) > ) )> 27 


л 
Ж. л 5 f 
4. а) área = |3 (2— cos 0)? 40+ | (+056)? do = 25-343. 
0 = 2 
3 


b) = 2) т - 33 а 1-22 p mA 
гц Leto 1 

5, área=— | ө? dà - — | 9! do=— 
2 Jo 2 Jo 15 


л 
1-6 1+ In 2 
6. zl [2 sen 20 — tg 20] do = — 29 


Тт? +1 + EL + 7? + 1) 
2 2 
№2 (1 — pn 
. 4 
43 
3 * 
Ir PN gy TE ` | 
3 144 
54/5 Ж 8 
3 3 
04) o (3) o h)a 69 
342 — In (42 +1) De 
o [o +) 2) | чыра e) [o el | 
а) 42 
b) 2л? 
62 


45 
8. 242 л 2 


11. Os volumes em torno dos eixos x e у são iguais: 


V, = V, = =(23-13) = 


x y 
3 
=. A área a6 (2-1? = 
E 28 


Portanto, . = v. = (Compare esta solugáo 
Se m p 
com a do Exemplo 4.) 


12. V, 


Pela simetria da figura, хо = 0; y 


27 área 


Como área 


2528 y ж-қ (4— 4х?)ах = 167. 


resulta, y = — 
“ғ 


в. _ 2R sen m 2R(1 — соѕ0) 
ia 30 і 


em que 0 = arctg a. 


14. Sejam ус, У2с € Ус as ordenadas dos centros de massa de 41,42 е 
A, respectivamente. Entáo, 


, Vix , Ух 


P 


dp ic al 
2л(агеаА| ) 27 (áreaA» ) 
Segue А А ше 
— Ус(агеаА! ) yo,(área4p) _ V. 
"m áreaA, + 4геаА» 2z(áreaA) ` 


15. 3 19 
хе =— € Ye =— 
"76 JC 
2 10 
16. Fazendo и = 1 + x, resulta 0<и<4е0<у «ад. Área = 64/3; 


B 47л 


V = е V, = 1287. Portanto, ш = 3 e 
1 


24 24 


y -4 Segue quex¿=2e Y. ъ. 
Ус 4 в 


5 5 


CAPÍTULO 14 
142 

1. а), b), c). f) 

3. a) x(-loux()--1 
b)x()-0 
суу()--1 
d) Não há 
гух(0-1 
f (0=0,1>0 

143 
1. x() 7-0 


14.5 


2.x()-700ux()-71 
3. Nào há 
4. Nào há 
5. Nào há 
6. х (д) =Тоих (1) 7-1 
2 
d -1 
1. x=ke2 Буу(х)-0 у(х)= 
а) x е )y(x) ou 3 ЕК 
d)T () = Ke? + 10 
e) х= ut? +k Лу= к 
page =1 agi дуел 
Í i 1— ke? : 4 
i)v(t)=00 v(t) = т Dx=tInt>t+k 
1- ke! 
т т ? 
рут шак. -® << т) em im [ 281 
2. 2 2 
244137 Я =k. h. 2 
n) S тш: o)x=kyl+t 
2 
р) y = arc tg (x + k) 4) Е 
9 т 37 
tgy=x+k, <y< de tg y = tg 
T 


resulta: tg (y — л) = x + k ou y = z + arc tg (x + k) 
2 (ke* — 1) 


5) v (7) = —2 ou v (t) = - 
(9 ч) 1+ ke” 


9 w-cln|v| 
2 ке? 
и) x (f) = —2 ou x 6) 7 т ar 


. a) у= 1-х) Б) у(х) = 2, хЄ К 
е 


- Эрх 
e)ys—L ij E < 
di 3x "o 3-ге 
4. y=—— 
! 
ү X + 1 
. А queda do corpo é regida pela equagáo 


m —;--mg-—av " ^" 
Э O 
аг 
йу 


-- = 100-w «stes que v © = 0 e v (0 = 8. 


dt 
at 


Tem-se: v(t) = 100 1 — 2 do em 
а 


que a é a raiz da equagáo 


25 I 
= — (1-е 10 
а 20 е ) 


6. y= xel 7 х (veja: a reta tangente em (х, y) tem equagáo 
dy 
Y — y= — (Х -- X) para X= 0, Y= ay, 
dx 
daí 
dy dy 10793 
ху — y = — о Ё ьа E Ji 
dx dx X 
7. у-2х2 
8. ! 
4700 а 


1+ е 35 


%у- 212 (veja: o coeficiente angular da reta tangente á curva no 


14.6 


10. 


п. 


12. 


13. 


ау x 


= — x a equação diferencial 


dx 2y 
dy 2y 


ponto (x, y) é 


dx Х 


associada ao problema 6, entáo, 


1.9 
y =yx* +5. 


2+ 14 - у? 


= (4-у2,0<у<2 
у 


x ——2 In 


X 
— = 1п К [у В ss 


у 
= 0, x < 0 são também soluções 
y 
Sugestão: Faça || = — 


X 


а) х= е (+2 


b) 


1 
х-ке + — 


€) x= ke cost 
d) x= kt+ P 


е) y-ke * *x-1 


f T-ke 243 


8) 


x= ke! = (sen f + cos f) 


й у= ke-?* + 1 (cos 2x + sen 2x) 


i) у= кех (nx — 1) 
| 

D | 1- X 

Ее адлы 

\ х + 1 

2. а) t 


Q = ke RC 
t 


b) 


Q= ke ЕС + CE 


3. R 
i(t- ZR zl 


4. 7 t 
r-so[7. + 20 


5. а) C(t) = E n 


b) 8,3287% a.m. 


6. C(f) = 20.000 - 3t 


* ]0In2 
In 3 — In 2 


3 
x (f) = — (е — 1) em que а = In 
а 
. l 
у=х+— 
Х 


anos = 17 anos 


Y | t2 


9 
CAPÍTULO 15 
154 


3, f(x) 


Aplique o teorema de Rolle a h (x) = — 
g(x) 


6. Verifique que o valor máximo de /пдо pode ser estritamente positivo 
e o valor mínimo estritamente negativo. (Veja: se o valor máximo / 
(x1) fosse estritamente positivo teriamos хү em |а, b[, logo, f (x1) = 


0; seguiria, então, f” (x1) = f (x1) ...) 
152 


1. Quaisquer que sejam x e y em /, com x # y, f será contínua no 
intervalo fechado de extremo x e y é derivável no intervalo aberto de 
mesmos extremos, entáo, pelo ТУМ, existe X no intervalo aberto de 

“ 


extremo x e e E tal _ que 
FO — fi) =/' (х) (х y). 
Da hipótese | f (x) | < m no intervalo de /, segue |/(х)-/(у)|<М|х 
=y] 


5. а) 0е4 
b) Мао 
6. Suponha que x] e x2, x Zx2 sejam pontos fixos e aplique o ТУМ 


CAPÍTULO 16 
16.1 
1. 


"Бае 
24 ) 


b) x 
ё) 1 
2+— (x — 8) 
12 
dy l+x 
ey! 
р 1-х 
2 9200025; 1,/4,001 — 2,000251 = 1077 
-9 


» 2.000025; 15/32,002 — 2,000025І = 10 
€) 0,02; | sen 0,02 — 0,02 | < 1073 

d) 1,001; | 9:001 — 1 001 | «1073 

€) 1; | cos 0,01 — 1| «1074 

Л 0001; | In 0,99 (-0,01) | < 1074 


16.2 


1. 


2 
a) x— —x“ 


2 вуї+х+ 2 
2 2 


1 
с) 1+ (х= 1) – = (х – 1)2 
2 3 9 
ШЕ: e) 24700 42 hx pi- 


2. a) 0,255; | In 1,3 — 0,255 | < 1072 (Utilizamos о polinómio de Tay lor 
de ordem 2 de In x em volta de xp = 1.) 


к 
j| i. 


5 
?1,97484; 1,/3,9 — 1,974841 = 1072 


(Utilizamos o polinômio de Taylor de ordem 2 em volta de хо = 4 


92,02484, 144,1 — 2,024841 < 107 


н q x 


4) Utilize o polinómio de Taylor de 5 x de ordem 2, em volta 
As 
de xg=8. 
Л 0,1:|sen0,1-0,1|<102. 


5. а)0 


b) to 


16.3 


e)x-10- ! (х= 12 + a-p- 1 (х—1)# + : (х-1) 


5 22 
diclg-p-lg-pa а - y q 
3 9 243 729 

= —Ia—2 -ІХа-2Ха-3 
г) axi S 1) 220 Da ) з габа ІХа-2Ха ) 44 
3 4 
= =й ә = 
pela 1) (а ич 3) (a 4) 45 


2. O polinômio de Taylor de ordem n + 1, de sen x em volta de хо = 0, 
é (n impar) 


x 
х--—-+—-...(-0 2 —. Assim 
з 5 
3 5 n-l in (n2) (ү 
Х х х х 
8ах-|Х-4-41---..(-41) 2 — TO аа? 
2! 5! т (п + 2)! 


Сото у“ + 2) (ху! = 1 (рог qué?), segue а 
desigualdade. 


3. Pelo exercício anterior 


sen 1 1 ES s (-1) 2 El í И 
3 5! n! (п + 2)! 


Basta determinar n, por tentativas, de modo (ше 


< 10 5. 


(n + 2)! 
4. No Exercício 2, substitua x por x 
10 п-1 


6 қ .2п 
хб х x 
sen x? — | x? -— + m (= 2 --- 
3 5 n! 


2 assim 


2n 4-4 
x2n*4 


(n2) 


1 1 6 n-l 2n 
(жа х2 dx — Í (х2 – 2 +...(—1) 2 E Mx 


1 y2n+4 
«| - d 
3! п! 


— АД, 
0 (n t 2)! 


Como 


1 y2n+4 1 
асы” >, 
0 (n 2)! (2n + 5)(п + 2)! 
basta determinar п, por tentativas, Че modo que 
——— ЭНЭ 
(2n + 5)(n + 2)! 


6. Verifique que 


" 
+ хб х2" 


2 „2п+1 
х х Р х 
наа (ЕТ) 


= 


4! 6! (2n)! (2n + 1)! 


Para x fixo, faga n tender a +00. 
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Medida nula, conjunto de, 530 
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na integral indefinida, 344, 361 
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Operações com funções, 51 
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Ponto crítico, 280 
Ponto de inflexáo, 239 
condicáo necessária, 242 
condicóes suficientes, 241, 243, 281 
Ponto estacionário, 280 
Ponto interior, 227, 279 
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racional, 25 
real, 125 
Primitiva de uma fungáo, 290 
Primitivas de funções racionais, 370, 375, 379 
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Princípio de indugáo finita, 501 
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Razào incremental, 57 
Regra da cadeia, 171 
um caso particular, 166 
Regras de derivagáo, 154 
Regras de L'Hospital, 244 
Reta normal, 204 
Reta tangente, 138, 204 
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definigáo de, 111 
limite de, 112 
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propriedade do, 507 
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Teorema 
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do supremo, 507 
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Valor absoluto, 14 
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dependente, 27 
independente, 27 
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